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SUR UNE FAMILLE DE FONCTIONS HARMONIQUES 
LIEES A UNE FONCTION DONNÉE | 
DANS UN INTERVALLE 


Par FRANCISZEK LEJA, Kraków 


Soit f(x) une fonction réelle, définie et continue dans un 
intervalle J=<a,b>, À un paramètre réel et n un nombre na- 
turel fixe. Étant donnés n--1 nombres différents quelconques: 
bs Éis oun fan appartenant à I, que nous désignerons aussi par 
une seule lettre ¢ 
(1) eg er seet t=, 


considérons les n+1 polynômes de LAGRANGE correspondant 
aux points (1): 
I A NGT esse A ee efe 


et formons la somme: 
(2) F(a, 4, 0) A e" PIED (o, £) 
j=0 


se réduisant pour z—0,0,..,0, à 
et) 


et ayant une valeur positive pour chaque valeur réelle ou com- 
plexe de la variable z. 

Lorsque les points (1) varient arbitrairement dans linter- . 
valle I la somme F,(x,1,6) reste bornée inférieurement pour 
chaque x, À et n fixe. Posons 


(3) PF, (2, À) = borne inf {F,(#, A, CH 

(del) 
et observons qu'on a toujours F,(x, À)>0, done la formule 
(4) fn(@, A)=1/n log P, (a, A), pour n=1,2,..., 
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fait correspondre à chaque 4 réel une suite infinie de fonctions 
réelles, définies dans le plan entier de la variable complexe x. 

Dans le travail: Sur certaines propriétés de la for- 
mule d'interpolation de LAGRANGE, inséré dans ce jour- 
nal!), jai démontré que: 


I. La suite (4) tend pour chaque x et À fixe vers une limite 
finie 
(5) . lim f, (v, 4) —f(z, A), 
, n-co 


la fonction limite f(x,0), correspondant à A=0, étant identique 
à la fonction de Green du domaine infini extérieur à I ayant 
son pôle au point =». 


II. Pour chaque valeur fixe de x appartenant à l'intervalle 
I l'expression 
(6) 1/2 f(x, 2) 


reste bornée au voisinage de A=0. 


Les fonctions de la variable complexe z de la famille 
fla, 2), —00<A<00, 


dépendent manifestement dans le cas A+0 de la fonction 
donnée f(z). On sait qu'elles sont toutes harmoniques et ré- 
gulières dans le plan entier de æ à l’exception des points de 
l'intervalle I au plus ?). 

Le but de ce travail est de préciser la proposition II et ` 
d'en tirer une méthode d'approximation des fonctions conti- 
nues. Nous allons notamment démontrer le théoréme suivant: 


III. L'expression (6) tend dans l'intervalle I vers la fonction 
donnée f(x) lorsque À tend vers zéro 


lim 1/1 f(x, 4) —f(2), 
230 
la convergence étant uniforme dans l'intervalle I. 
1) t. XVI, 1938, p. 112—125. 


2) Bulletin de l’Acad. Polon. des Sc. et des Lettres, Sc. Mathém., 
Kraków, 1936, p. 79—92. 
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Démonstration. Désignons, comme dans le travail pré- 
cédent 3), par Ba, 7,6) pour j=0,1,...,n le polynôme 


(7) DV (x, À, t) — La, 6). ef? 

et soit i i 

(8) D,(æ, AS borne inf {max Id (a, A, öl 
(£el) G) 


la borne inférieure du plus grand des modules DV (x, à, 6), 
j=0,1,...,n, lorsque, v, À et n étant fixes, les points (1) va- 
rient arbitrairement dans l'intervalle J. On sait d’après ce 
travail que, quels que soient e et A, il existe la limite 


(9) lim V@,(2, A)2 (x, À) 
1-00 

et qu’on a identiquement 

(10) Im, Alz log D(a, 2). 


D'autre part, on sait que, si z appartient à l'intervalle J, 
on a, quel que soit 120, l'inégalité 
(11) D(x, A) ze^fo, 

Je dis qu'à chaque «>0 on peut faire correspondre deux 
nombres positifs 4; et À tels que, quel que soit © appartenant 
à I, on ait les inégalités suivantes: 

Ha ta, Ae si 0<I<A, 
D(x, A) AnI si 39 —A<i<0. 


En effet, soit 7 un nombre positif quelconque. Puisque 
la fonction e est continue dans J il existe d’après le théorème 
connu de Weierstrass un polynôme P;(x) et un nombre 6>0 
tels qu'on ait dans l'intervalle J 


(13) el < Pla) «eno 
pour chaqte valeur de o remplissant la condition 
(14) 1Se<1+46. 


3) Ce journal t. XVI, 1938, p. 114. Je suppose que ce travail est connu 
du lecteur. e 
1* 
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Soit k le degré du polynôme P;(z). Posons 
A,=1/k 


et soit A un nombre fixe quelconque satisfaisant aux iné- 
galités 
0<A<A,. 


Il est clair qu’on peut lui faire correspondre deux nombres 
naturels p et q et un nombre o appartenant à l'intervalle (14) 
tels qu'on ait 


(15) | A—op: pig. 
Observons qu'on a l'inégalité 
(16) pla<1/k 


car p/q est plus petit que A et A est plus petit que 1/k. 
Soit n un nombre naturel fixe quelconque de la forme 


(17) n=v-q/p, Où  v—p, 2p, 3p, … 


et un nombre appartenant à l'intervalle I. Faisons corres- 
pondre à ces deux nombres et au nombre À considéré plus 
haut n+1 points 


Uo» +.) Yn =Y 


de l'intervalle 7 tels qu'on ait 


(18) dn, 4) = max [D (a, 4, y)|<2®,(a, A) 
2 (D 


ce qui est toujours possible d’après la formule (8) car on 
a toujours Gm, Alt, Formons maintenant les polynömes 
de LAGRANGE LY (x,y), j=0,1,...,n, correspondant aux points 
YorYır---,Yn et observons que leur degré n est, d’après (16) 
et (17), plus grand que ky. Puisque le polynôme ` 


[Pa] 


est du degré ky, on a d’après la formule d’interpolation de 
LAGRANGE identiquement 


Lef SLP UYL wy) ` 
j=0 
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d’où résulte, d’après (13), l'inégalité 
n 
On = E | IN EE 


Mais on a, d’après (15) et (17), vo="nA et, comme 


LP (o, y) e =P (2,2, y), 
on voit que 


n 
er) name = » ere, D(a, HE 
j=0 


et par suite on a d’après (18) 
ee = Ota 41) 6". d (ay A); 


ce qui entraîne immédiatement l’inegalite 


ae A= Re , "92/0 


Va(n+1) 


Faisons maintenant tendre le nombre n vers linfini en 
posant n=v-q/p et v=p,2p,3p,... En tenant compte de la for- 
mule (9) on déduit de la dernière inégalité la suivante 


Dia, A) > e 9 —2nlel 
et, puisque g=1, on voit que, si 0<A<A/,, on a 
D(a, A) = e 172m. 
La première des inégalités (12) est donc démontrée car on 
peut poser 27—e. i 
Pour établir la seconde des inégalités (12) considérons un 
nombre positif quelconque 7 et faisons correspondre à la fonc- 


tion e-/? un polynôme Q,(x) et un nombre 6>0 tels qu'on 
ait dans l'intervalle I 


(19) e e <Q n(x) <e TOH 


pour chaque valeur de o remplissant la condition 1=o<1+6. 
Soit m le degré du polynôme Q,(z). Posons As=1/m et soit À 
un nombre fixe quelconque appartenant à l'intervalle —15<1<0. 
On peut lui donner la forme 


= —0:p/9 
où o appartient à l'intervalle <1,1+6> et où p et q sont des 
nombres naturels remplissant la condition p/g<1/m. 
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Soit n un nombre naturel de la forme (17) et x un nombre 
appartenant à l’intervalle 7. Faisons correspondre à ces deux 
nombres et à A=—o-p/q,n+1 points yo, y1,...,9y5 del'intervalle I 
tels que les inégalités (18) soient satisfaites. Puisque n—»- g/p>vm, 
le degré du polynôme 


NE 


est plus petit que n, et par suite on a identiquement 


[Om] = SQ» (MN a) 
d’où résulte, d’après (19), l'inégalité 


n 
DATE = IN g enun, [LP (o, y) 
j= 


et comme nA=— o» on en déduit d’après (18) l'inégalité suivante: 
ENIR E en Ge DA); 
Il en résulte comme plus haut que, si —A2<A<0, on a 
di v, A) = gne > e 9n?) 


done la seconde des inégalités (12) est établie car on peut 
poser 2n=e. 
Des inégalités (11) et (12) résulte la conclusion suivante: 
À chaque nombre e>0 on peut faire correspondre un nombre 
positif 4j,— min(4;1,49) tel qu'on ait 
f(a)— e < 1/1 log D(x, A) S f(x) si 0<A<Ay, 
f(æ) S1/Alog O(2,4)Sf(v)+e si 0<—2<1,, 


et par suite notre théorème est démontré car on a identique- 
ment f(v,4)—1og O(a, À). 

Considérons les fonctions Ho, 4) définies par la formule (3) 
et correspondant à la fonction donnée f(x). D’après les théo- 
rèmes I et IT il existe dans l'intervalle I la limite réitérée 


(20) i lim {lim Lini log PJ, A)) 
230 nyo 
et elle est égale à la fonction f(x). En particulier on a dans 


l'intervalle I 
(21) lim {lim m/n log F.(&,1/m)}=f(®). 
m->co n>00 
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Cette formule permet d'approcher une fonction continue quel- 
conque f(x), définie dans un intervalle I, par des valeurs fron- 
tières des fonctions harmoniques 


lim m/n log Pula, 1/m)=mf(z,1/m), m=1,2,..., 
noo 


régulières dans le plan-entier à l'exception des points de l'inter- 
valle 7 au plus. 

Remarquons que si 4 tend vers zéro par des valeurs d'un 
méme signe la limite (20) existe aussi à Pextérieur de l'inter- 
valle 7, mais, dans ce domaine, elle est partout infinie. 


CONTRIBUTION À L’ETUDE DES TRANSFORMATIONS 
ESSENTIELLES 


Par KAROL BORSUK, Warszawa 


1. Une transformation continue f d’un espace!) X en un 
autre espace Y est dite, d’après M. H. Hopr 3» essentielle, 
lorsque pour toute famille de fonctions {f}CY*3) telle que 
fo=f on a Y=f,(X). En généralisant cette notion, nous allons 
introduire la définition suivante: 


Définition 1. Un sous-ensemble B de Y est recouvert par 
l'image de la fonction f d'une manière essentielle, lorsqu’il existe 
un entourage®) U de l'ensemble f (B) tel que pour toute 
famille de fonctions (fjC TT satisfaisant aux conditions: 


(1) fo f, 

(2) f(X—U)CY—B pour tout te<0,1>°) 
on ait 

(3) BCA). 


1) Tous les espaces à considérer seront supposés métriques. 

2) Voir H. Hopf, Über wesentliche und unwesentliche Abbildungen 
von Komplexen, Recueil Math. de Moscou 1930, p. 53. Voir aussi P. Ale- 
xandroff et H. Hopf, Topologie I, Berlin 1935, p. 492. 


3) YA désigne la classe de toutes les transformations continues des 
l’espace X en sous-ensembles de l’espace Y. Par une famille {3 CYY 
j'entends dans cette Note une fonction Lie) de deux variables zeX et 


0<t<1 telle que pour toute valeur de t on a f,eY X et pour tout e>0 il existe 
un 7>0 tel quel'inégalité |t—t’/|<7 entraîne l'inégalité o[f{x),f,(x)]<e 
pour tout ze E, 

4) Par entourage (d'un point ou d'un ensemble) j'entends dans cette 
Note toujours un entourage ouvert. 

5) <a,@> désigne l'ensemble des nombres réels 1 assujettis à l'inéga- 
lité etx. — 
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L’entourage U de B constituant aussi un entourage pour 
tout sous-ensemble de B, on en conclut: 


(4) Chaque sous-ensemble d’un ensemble recouvert par l’image 
de f d'une manière essentielle est lui-même recouvert par 
l’image de f dune manière essentielle. 


2. Remarquons qu’on peut remplacer dans la définition 
d’un recouvrement essentiel la condition (2) par la condition 
suivante: 


EM f{æ)=f(x) pour tout zeX—U et te<0,1. 


Afin de prouver ceci, il suffit de montrer que l'existence 
d'une famille de fonctions (fjC Y* satisfaisant aux conditions 
(1) et (2) et d'un point b tel que 


(5) beB—},(X) 


entraîne l'existence d'une famille {f}}CY * satisfaisant. aux 
conditions 


(1*) ht 
(2*) ff(æ)=f(z) pour tout zeX—U et te<0,1), 
(5*) be B—f(X). 
D’après (2) et (5) il existe pour tout ze X —U un entourage 


Gx tel que beB—f{G.;) pour tout te<0,1». Or, l'ensemble 


G=  G, est un entourage de X—U tel que 
xeX—U 


(6) beB—f(G) pour tout te<0,1). 

Ceci établi, considérons dans le produit cartésien X x«0,1» 
les ensembles (X—U)x<0,1> et (X—@)x<0,1). Ces ensembles 
étant disjoints et fermés, la fonction réelle (x,t) définie dans 
l’ensemble T—(X—U)X<0,1>)+(X—G)X<0,12+XX (0) parles. 
formules 
(7) A(x,t)=0 pour tout (æx,t)e(X—U)x<0,1), 

(8) An, Us pour tout (x,t)e(X—G)x<0,1), 
(9) 4A(2,0)—0 pour tout ve X 
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est continue. L’ensemble T étant fermé, il existe un prolon- 
gement continu de À(x,t) (que nous allons désigner aussi par 
A(x,t)) sur l’espace ÆX<0,1> tout entier avec les valeurs ap- 
partenant à <0,1> tel que les fonctions 4,e«0,1»^ définies par 
la formule A(2)=A(z,t) pour tout Ze E constituent une famille 
C«0,1»*5). Or en posant 


Ta) =Tal?) pour tout weX et te<0,1), 


on obtient une famille NC En tenant compte de (9), 


on à 
Ill fa. o(m)—9 f (m)—f(v) pour tout weX, 


c. à d. la condition (1*) est remplie. En outre, d’après (7) on a pour 
tout weX—U et te<0,1> l'égalité ff(s)— frv (o) =f (o) — f(s), 
c. à d. la condition (2*) est remplie. On a enfin, d’après (8), (5) 
et (6): ff(X—G)—f((X—G)Cf,(X)CY—(5) et ffi(G)CY— (b), 
d'où ff(.X)— LE —8)--ff(G)CY — (b), c. à d. la condition (5*) 
est remplie. , 


3. On a en outre la proposition suivante: 


(10) Si l’ensemble BCY est recouvert d'une manière essentielle 
par l’image d'une fonction continue f transformant un es- 
pace X en un sous-ensemble de Y et si X, est un sous- 
ensemble fermé de X contenant f (B) dams son intérieur, 
alors B est recouvert d'une manière essentielle par l’image 
de la fonction f considerée uniquement dans l’ensemble Xo. 


B étant recouvert d’une manière essentielle par l’image 
de f, il existe, d’après le N° précédent, un entourage U de f (B) 
dans X tel que chaque famille (fjC Y^ satisfaisant aux con- 
ditions (1) et (2^) satisfait aussi à la condition (3). En posant 
maintenant U,=(X,--X—X,):U, considérons une famille 
PCY” satisfaisant aux conditions: f,=f et f{(æ)=f(æ) pour 
tout ve X, —U, et te<0,1>. Or, en posant pour tout te<0,1> 


f{æ)=f{(x) pour tout ze Ee 
f(z)—f(v) pour tout ze X—X, 


£) Voir ma Note Sur les prolongements des transformations continues, 
Fund. Math. 18 (1936), p, 103. 
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on obtient évidemment une famille (fjC Y* satisfaisant aux 
conditions (1) et (27). Il vient BCf,( X)—fi( X9) - f .X — X4). Or, 
‘en tenant compte de l'inclusion f (B)CX,, on en conclut que 
B-fX—X,)=0, c.à d. BCf,(X,). La proposition (10) est ainsi 
démontrée. 


4. Exemple 1. Soit X un sous-ensemble compact de 
l’espace euclidien n-dimensionnel ER,— Y. Dans ces conditions 
l’ensemble B—X—A,—X (c. ad. l'intérieur de X par rapport 
à l’espace R,) est recouvert d'une manière essentielle par 
l’imgae de la fonction feY* transformant X par l'identité. 

Ceci est une conséquence immédiate du N°2 et du théo- 
rème”) d’après lequel pour toute fonction continue eRÀ 
transformant la frontière X—B de X par l’identité, l’ensemble 
X est contenu dans g(X). 


b. Exemple 2. Soient: X —1a somme de deux intervalles 
<—6, —1» et 41,65; Y — l'ensemble de tous les nombres réels; 
B — l'intervalle <—2,2>; f —1a fonction définie par les for- 
mules f(z)—2--2 pour tout we<—6, —1> et f(z)— 2—2 pour 

tout ve<1,6>. 

On voit sans peine que tout point beB est recouvert par 
l’image de la fonction f d'une manière essentielle. Il n'en est 
pas ainsi pour l'ensemble B tout entier, car en posant 


f{x)=2+2 pour tout we<—6,—4> et te<0,1>, 
f(z)—2-4-2--1(—4—^4) pour tout ze(—4,—i» et te<0,1), 
f(x)—2—2--t(4—2a) pour tout æe<1,4> et te<0,1>, 
f(z)-22—2 pour tout we<4,6> et te<0,1> 


on obtient, comme on vérifie sans peine, une famille {f}C YA 
satisfaisant aux conditions (1) et (2) pour tout entourage U 
de l’ensemble f (B)=<—4, —1»--41,4», tandis que la condi- 
tion (3) n'est pas remplie, car f(x)+0 pour tout ze X, c. à d. 
0c B—f.(X). 


6. Exemple 3. En posant X=Y=R,, où Rn désigne l'es- 
pace euclidien n-dimensionnel, envisageons une transformation 
fey* dont toutes les trauches (c. à d. les ensembles de la forme 


7) Voir ma Note Sur les rétractes, Fund. Math. 17 (1931), p. 161. 
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` 


f (y), où yeY) sont de diamètre inférieur à une constante 
positive e. Nous allons démontrer dans ces conditions que 
chaque ensemble compact BCf(H,) est recouvert d'une manière 
essentielle par l’image de la fonction f. 


L'ensemble A=f '(B) étant compact 8), il existe dans Rn 
une sphère .n-dimensionnelle Q, ayant 0 pour centre et dont 
‚le rayon est si grand que ACQ, et que la distance de chaque 
point de la surface S, 1—0Q,-E,—Q, de la sphère Q, à l'ensemble 
B est >e. Afin de prouver que B est recouvert d'une manière 
essentielle par l'image de f, il suffit de montrer que pour toute 
transformation Te Bin coincidant avec f dans la surface RESTE 
on a B—f(A)Cf'(Q;). Si l’on suppose le concraire, il existe un 
acA tel que f(a)+f'(x) pour tout ed, Or, en faisant cor- 
respondre à tout zeQ, le point o (æ)eS,_, tel que les vecteurs 


—— — 

f(a)f'(æ) et 0g (s) soient parallèles, on obtient une fonction 
continue transformant Q, en S,-1. Par conséquent, la fonction 
Pa, considerée uniquement dans $,.;, transforme Sn en soi 
d'une manière inessentielle. Mais c'est impossible, car y, coin- 
cide dans S$ avec la fonction aer définie par la con- 


m n—1 n—i 
dition du parallélisme des vecteurs 0p (v) et f(a)f(v) et cette 
dernière fonction transforme $, , en soi d'une manière essen- 


tielle ?). 


7. Soit V une variété m-dimensionnelle 10) contenue dans 
une variété n-dimensionnelle W. Soit, en outre, Q, la sphère 
euclidienne k-dimensionnelle dont le centre est 0 et le rayon 1. 


Définition 2. La variété V est située dans la varicté W 
dans ume position localement réguliére, lorsqu'il existe pour tout 
peV une homéomorphie h transformant le produit QmXQn—m 
en un sous-ensemble Z de W de façon que A(0,0)=p et 
KU, Z)=QmX (0). 


8) Voir ma Note Uber stetige Abbildungen der euklidischen Räume, 
Fund. Math. 21 (1933), p. 241. 

9) 1. c. p. 238. 

10) On entend par variété n-dimensionnelle un espace connexe qui est 
dans chacun de ses points localement homéomorphe à l'espace euclidien 
n-dimensionnel Fn. 
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Exemples: 1) D’après une remarque de M. H. Whitney, il résulte 
d'un théorème de M. T. Wazewskil) que chaque variété différentielle 
contenue dans l'espace euclidien n-dimensionnel y est située dans une 
position localement régulière. 

2) En tenant compte du théoréme!2), d’après lequel toute homé- 
omorphie transformant un are simple contenu dans le plan euclidien E, 
en un autre arc simple situé dans R, se laisse étendre à une homéomorphie 
transformant E, en soi, on conclut que chaque courbe simple fermée con- 
tenue dans une surface (c.à d. dans une variété à deux dimensions) y est 
située dans une position localement régulière. 


8. Le but principal de ce travail est de démontrer le théo- 
réme suivant: 


Théorème 1. Soit W une variété n-dimensionnelle et V une 
variété compacte m-dimensionnelle située dans W dans une po- 
sition localement régulière et soit M un espace arbitrairement 
donné. Dans ces conditions, chaque fonction feW™, dont l'image 
recouvre V d'une manière essentielle, transforme l’ensemble f (V) 
en V d'une maniére essentielle. 


9. Le théorème 1 conduit au corollaire suivant: 


Corollaire. Soit f une fonction continue transformant 
l’espace euclidien n-dimensionnel Rn en soi et dont les tranches 
sont de diamètre inférieur à une constante positive e. Dans ces 
conditions aucune variété compacte située dans R, dans ume 
position localement régulière n’est un retracte de f(R,). 


Soit, en effet, VCÿ(R;) une variété compacte située dans Rn 
dans une position localement régulière. En tenant compte 
de l'exemple du N° 6 on conclut que f ‘(V) est un . ensemble 
compact et que V est recouvert d’une manière essentielle par 
l’image de la fonction f. 

Supposons maintenant qu'il existe une fonction r rétrac- 
tant f(R,) en V. En désignant pour tout p-(41,25, ale, 
et tout À réel par An le point (4:21,4:25,...,4:0,), posons 
e(p)—r(f[(1—1)p] pour tout pef (V) et te<0,1>. Les fonc- 


u) H. Whitney, The Imbedding of Manifolds in Families of Analytic 
Manifolds, Annals of Math. 37 (1936), p. 863-878. T. Wazewski, Sur 
‘les matrices dont les éléments sont des fonctions continues, Compositio Math. 2 
(1935), p. 63-68. 

1?) Voir L. Antoine, Thèse, Strasbourg 1921. 
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tions y, ainsi définies constituent une famille {p,}) cv”) telle 
qu'on a: ge(p)—rf(p)—f(p) et 9(p)=77(0)=const. pour tout 
pef 1(4), ce qui est imposible puisque, d’après le théorème 1, 
la fonction f transforme f (V) en V d’une manière Su 


10. Le théorème 1 est une conséquence facile du théorème 
suivant: 


Théorème 2. Soit V une variété compacte m-dimensionnelle 
située dans une variété n-dimensionnelle W dans une position 
localement régulière et soit f une transformation continue d'un 
espace M en W. Dané ces conditions existe pour toute famille 
de jonations io Mel AN m satisfaisant à. l'égalité oo(p)=f(p) pour 
tout pef (V), une famille HCW telle que f, coincide avec f 
et que pour tout te<0,1> la fonction f, est un prolongement de 
Pt et fe ( (V)=f XV). 

En effet, pour déduire le théorème : 1 du théorème 2, re- 
marquons que si f transforme f (V) en V d’une manière 
inessentielle, alors il existe une famille {pc m telle que 
Polp)=f(p) pour tout pef (V) et of (V)]+V. Or, d’après le 
théorème 2, il existe une famille {fC W^ telle que fo coincide 
avec f et que pour tout te<0,1> la fonction f, est un pro- : 
longement de 9g, satisfaisant à la condition fr (V)=f V). 
Soit maintenant U un entourage arbitrairement donné de 
HA) dans l’espace M. Les ensembles /(M—U) et V étant 
disjoints, les conditions (1) et (2) de la définition 1 sont 
remplies. Il n’en pas ainsi pour la condition (3), car l'ensemble 
fı(M) est la somme de deux ensembles f[M—f - (V)] et 
Af (V)l=elf (V)] dont le premier est disjoint avec V et le 
deuxième est CV et +V. Ceci prouve que l’ensemble V n’est 
pas recouvert par f d’une manière essentielle. 


11. Par une déformation d’un espace M dans soi on entend 
une famille CH" telle que f,(p)=p pour tout p eM. 

Soit A un sous-ensemble de M et (pj une déformation 
continue de A dans soi. Une déformation (fj de M dans soi 
sera dite parallèle à la déformation {p,), lorsque fr (A)=A et 
f{p)=p{p) pour tout te<0,1) et peA. En rapprochant cette 
notion du théorème 2, on parvient au corollaire suivant: 
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Corollaire. Etant donnée une variété compacte V située 
dans une autre variété W dans une position localement régulière, 
il existe pour toute déformation de V dans soi une déformation 
parallèle de W dans soi. 


12. Les deux exemples qui suivent montrent que le dernier 
corollaire (et par suite aussi le théorème 2) cesse d’être vrai 
lorsqu'on supprime Phypothése que la position de la variété V 
dans la variété W soit localement régulière. 


Exemple 4. Les points de la forme (z,y,z,0) constituent 
dans l’espace euclidien 4-dimensionnel E, un ensemble qui 
peut être identifié avec l'espace euclidien 3-dimensionnel Rs. 
Soit 2 une courbe simple fermée CR, polygonale et formant 
dans R un noeud. Or il existe dans R;—4 des parcours fermés 
dont le coefficient d'enlacement avec 2 s’annule et qui, malgré 
cela, sont non homotopes à zéro dans R,—2. En posant main- 
tenant a=(0,0,0,1) et a*=(0,0,0,—1), désignons par A la 
somme de tous les segments rectilignes ap et a*p, le point p 
parcourant la courbe 2. On voit aisément que À est un po- 
lyédre homéomorphe à la surface sphérique de dimension 2. 

Ceci établi, envisageons une déformation (pj de A dans 
soi par laquelle le point a est transformé en un point 
9,(a) e A—(a)—(a*). Nous allons prouver qu'il n'existe aucune 
déformation de R, dans soi parallèle à (pj. Dans ce but remar- 
quons que pour tout entourage U de a (dans R,) il existe dans 
U—A des parcours fermés qui ne sont pas homotopes à zéro 
dans R,— A, quoique leur coefficient d'enlacement avec A s'an- 
nule. C’est une conséquence facile de trois propositions sui- 
vantes, dont la démonstration ne présente aucune difficulté: 
19 Chaque parcours fermé situé dans R,—Q est homotope dans 
R,—A à un parcours fermé situé dans U; 2° Le coefficient d'en. 
lacemant (dans R,) d'un parcours fermé situé dans R,;—2 avec 2 
eoincide avec le coefficient d'enlacement de ce parcours avec la 
surface A (dans R,); 3° Pour les parcours fermés situés dans 
R,—2 Vhomotopie à zéro dans R,—R et l’homotopie à zéro 
dans R,—A sont équivalentes. Remarquons enfin qu'il existe 
un entourage U’ du point 9,(a) (dans R,) tel que chaque par- 
cours fermé situé dans U — A, dont le coeffiient d'enclacement 
avec À s’annule, est homotope à zero dans R,—A. 
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Supposons, à présent, qu'il existe une déformation (fj 
de l’espace R, dans soi parallèle à la déformation (pj. En 
fixent l'entourage U’, on peut choisir l’entourage U de ma- 
nière qu'on ait f,(U)CU’. Or, la déformation (fj transforme 
-tout parcours fermé À situé dans U —A en un parcours fermé A’ 
situé dans U’—A et homotope à A dans R,—A. En choisissent 
le parcours À de manière que son coefficient d'enlacement 
avec A s’annule et qu'il ne soit pas homotope à zér dans 
R,—A, on parvient ainsi à un parcours fermé A’ situé dans 
U'—A dont le coefficient d'enlacement avec A s’annule et 
qui n'est pas homotope à zéro dans R,—A. Or ceci contredit 
la définition d'entourage U”. 

Il résulte en particulier de cet exemple qu'il existe dans R, 
des variétés polyédriques dont la position n'est pas localement 
régulière. 

13. Exemple 5. En utilisant l’exemple bien connu dû à M. L. An- 
toine!) d'une courbe simple fermée dans E, dont l'homéomorphie avec 
une circonférence ne se laisse prolonger sur aucun entourage, on voit aisé- 
ment que cette courbe constitue un exemple d'une variété dans R, pour 
laquelle la thèse du corollaire du N° 11 n'est plus valable. D'une façon 
pareille, en utilisant un exemple dû à M. J. W. Alexander’), on voit 
qu'il existe dans R, des surfaces (c. à d. des variétés de dimension 2) dont 
la position dans R, n'est pas localement régulière. 


Problème. Soit A une variété homéomorphe à une surface sphérique 
. (n—1)-dimensionnelle située dans Rn dans une position localement régulière. 
Existe-t-il une homéomorphie transformant Rn en soi de manière que A soit 
transformé en une surface sphérique? : 

14. L’exemple du N° 12 montre que la thèse du théorème 2 
cesse d'étre vraie lorsqu'on supprime Phypothése que la va- 
riété V est située dans la variété W dans une position localement 
régulière. La question s'impose si cette dernière hypothèse 
est indispensable aussi dans le théorème 1. Nous ne savons 
la resondre que dans un cas special, par la démonstation du 
théorème suivant: 


Théorème 3. Si Q est une courbe simple fermée située: dans 
une variété polyédrique #) (compacte ou non) W et si f est une 
fonction continue transformant un espace M en W de façon 

13) J. W. Alexander, An example of a simply connected surface bounding 


“a region which is not simply connected, Proc. Nat. Acad. 10 (1924), p. 8-10. 
14) c. à d. dans une variété admettant une décomposition simpliciale. 
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que pour: tout ensemble compact CCW l’ensemble f MO) soit 
compact et que la courbe Q soit recouverte par l’image de f d’une 
manière essentielle, alors f transforme l’ensemble f (Q) en Q 
d'une manière essentielle. 


15. On déduit du théorème 3 le corollaire suivant: 

Corollaire. Si Q, W, M et f satisfont aux hopothèses du 
théorème 3 et si, en outre, tout ensemble compact CCM se laisse 
contracter 5) dans M, alors 2 n’est pas un rétracte de f( M). 

Supposons, au contraire, qu'il existe une fonction r(p) rétrac- 
tant l’ensemble f(M) en 2. Soit (pj une famille de fonctions 
contractant l'ensemble f (2) dans M. En posant v(p)—ro((p) 
- pour tout pef (Q) et te<0,1», on obtient une famille de 
fonetions ppc QTO telle que y(p)=f(p) et y(p)=const. 
pour tout pef (Q). La transformation f de f (Q) en Q n'est 
done pas essentielle ce qui contredit la thèse du théorème 3. 


16. Soit f une transformation continue de l’espace euclidien 
n-dimensionnel A, en soi, pour laquelle le diamètre de toute 
tranche est infèrieur à une certaine constante positive e. Dans 
ces conditions, l’ensemble f(R,) est un domaine ouvert dans 
R, $) et, comme nous l'avons prouvé dans le N° 6, tout sous- 
ensemble compact de f(R,) est recouvert par l’image de la 
fonction f d’une manière essentielle. En tenant compte du 
corollaire précédent, on en conclut qu'aucune courbe simple 
fermée n'est un rétracte de f(R,). Cette dernière propriété 
étant équivalente avec l’unicohérence du domaine f(Fn) 1%), on 
parvient au corollaire suivant: s 


Corollaire. Si f est une transformation de R, en soi avec 
le diamètre des tranches uniformément borné, alors l’ensemble 
f(Rn) est unicoherent. 


17. Comme nous l’avons établi dans le N° 10, le théorème 1 
est une conséquence du théorème 2. Il ne reste done qu’à prouver 
les théorèmes 2 et 3. Nous commençons par la démonstration du 

15) L'ensemble O se laisse contracter dans un espace M, lorsqu'il existe 
une famille eA CM contractant l'ensemble C dans M, c. à d. telle que 
goy(x)— € et p,(z)— const. pour tout ze C. 


16) Voir ma Note „Quelques théorèmes sur les ensembles unicoherents“ 
Fund. Math. 17 (1931), p. 184. 
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Lemme 1. Prémisses: 1° f est une transformation continue 
d’un espace arbitraire M en produit Q=QmXQn—m, Où Q; dé- 
“signe la sphère euclidienne i-dimensionnelle dont le centre est 0 
et le rayon 1. 


20 N est un sous-ensemble fermé de M tel que f (QmX(0))CN. 
39 (pj) est une famille de fonctions C(Qm XQn—m)” satisfaisant aux 


conditions gg(p)-—f(p) pour tout peN et Pr (Qux (0))=f (Qux (0)) 
pour tout te<0,1>. 


Thèse. Il existe une famille de fonctions Ee 
telle que: 1° Lef: 2° f{p)=p{p) pour tout peN et te<0,1>; 
30 fr (QmX(0))=f (Qux (0)) pour tout te<0,1>. 

- Démonstration. Les fonctions f et y, sont de la forme 
(1) f(p)=(alp),y(p)) où weQm e YeQn-m, 
(12) e(p)—(&(pu(n) où ICH e »CQ;., 

On a en outre S 
(13) y(0)=n;'(0) pour tout te<0,1>, 

(14)  &(p)—«(p) et nolp)=y(p) ` pour, tot peN. 

D’après un théorème général ®), il existe une famille de 
fonctions (z)CQA telle que 
(15) æ(p)=£{(p) pour tout peN, 

(16) Lo(p)=x2(p) pour tout  peM. 

En désignant maintenant par S, 5,—; la surface de la sphère 

Qn—m, posons | 
r(a)=o(a,0) pour tout aeQnm;, 
6(a)= projection du. point a du centre O sur Sn—m—1, 
pour tout a@eQn—m—(0). ` 

Nous pouvons considérer r(a) et O(a) comme des ,,coor- 
données polaires“ du point aeQ@;-m—(0), en écrivant 
(17) a—[r(a),(a)] pour tout aeQn—m—(0). 


` Les fonctions rn, constituent une famille C<0, 1»". La fonction 
ry constituant un prolongement continu de la fonction ry, 
sur l'espace M tout entier et 40,1» étant un rétracte absolu, 
on conclut) de (14) qu'il existe une famille de fonctions 
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{a} C«0, 1>” telle que. a, soit un prolongement de la fonction rn, 
et que a,(p)=ry(p) pour tout pe.M. En désignant maintenant 
par T l’ensemble Nx<0,1>+Mx(0), fermé dans l'espace 
M x«0,1», posons 
r(p)=ap)+ Min{o[(p,t), T], 1—a;(p)} 

pour tout (p,t)eMx<0,1>. On parvient ainsi à une famille 
{r}C<0,1>™ satisfaisant aux conditions: 
(17) r{p)=rn{p) pour tout (p,t)e.Nx«0,15, 
(18) ro(p)=ry(p) pour tout pe M, 
(19) Pour que r(p)=0 il faut et il suffit que pef (Qux (0)). 

Ceci étant, posons pour tout 7 naturel 


(20) Mi;—E[peM;r(p)2l/ pour tout (ect, UL 
p 


En tenant compte de la relation (19) et de la continuité 
de la fonction r,(p), on a 


(21) M—f (Qux (0) =X M, 
(22) M;C Mi;,—M—M; x 

Les fonctions 7, constituant une famille CO net la 
fonction 0 étant uniformément continue dans l’ensemble 
ElaeQh-m;r(a) >21], on conclut de (17) et (20) que les fonc- 
a 
tions 05, considerées uniquement dans l’ensemble N-M; con- 
stituent une famille de fonctions CRE Or, en posant M,—0, 


admettons que nous avons déjà défini une famille de fonctions 
(03C Sr m telle que 


(23) O(p)=6n(p) pour tout peN.M, et te<0,1), 
(24) 60,p)—0y(p) pour tout ^ pel, 


La fonction 6y(p) constituant un prolongement de la fonc- 
tion 05, sur l’ensemble M —f (Qux(0) et la surface sphé- 
rique Sy-m-1 étant un rétracte absolu de voisinage!") on 
conclut d'un théorème général ®) et de (14) que les fonctions 6, 

17) Un ensemble À est dit rétracte absolu de voisinage lorsqu'il existe 


pour tout espace A une fonction continue r(x) transformant un entourage U 
de A en A de manière que r(z)—z pour tout ze A. 
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se laissent prolonger sur l’ensemble M;,,; de manière que les 
fonctions prolongées (que nous désignons aussi par 6,) con 
stituent une famille cat satisfaisant aux conditions (23;41) 
et (24:41). En itérant ce procédé on parvient, selon (21) et (22), 
aux fonctions Ge SI), Ja" qui, considerées seulement dans 
l’ensemble M; (où le nombre naturél à est arbitrairement 
donné) constituent une famille, c. à d. Gin) considerée comme 
une fonction de (p,t)e[M—f '(Qmx(0))]x<0,1> et continue 
et qu'elle est uniformément continue par rapport à t dans 
chacun des ensembles M;x<0,1>. 

Cela posé, nous allons montrer que pour obtenir une fa- 
mille {f} satisfaisant à la thèse du lemme il suffit de poser 


(25) fp)=(x{p), [r4p),04p)]) pour tout peM—f (Qux (0)) 
et te<0,1), 


(26) f{p)=(æ(p),0) pour tout pef (Qux(0) et te<0,1>. 


En tenant compte des relations (25), (26), (17), (19) et de 
la continuité des fonctions zx{p),r{p) et 6,(p) on conclut 
. ‘que f,(p) dépend d’une manière continue de la variable (p,t) 
parcourant Mx<0,1>. Afin de prouver que la continuité par 
rapport à ¢ est uniforme, envisageons un e>0 arbitrairement 
donné. Soit i, un nombre naturel tel que 


(27) 1/i,< lä. 


Les fonctions a et r; constituant des familles et la fonc- 
tion (p) étant uniformément continue par rapport à t dans 
l’ensemble Mi, il existe un 7>0 tel que l'inégalité |t—t'|- 5j 
entraîne les inégalités 


(28) e(v(p)—a«r(p))«e[|8 pour tout — pe M. 
(29) rı(p)—rr(p)|<e/3 pour tout peM 
(30) o(0,(p)—0r(p))«e|3 pour tout — pe Mi. 


Or dans le cas où pe.M AH. on a, selon (20) et (27), 
r(p)<e/3 e.àd. les points [r(p),0(p)] et [re(p),0r(p)] sont 
éloignés du point 0 de moins que 1/3e. On en conclut, d’après 
(25), (26) et (28) que 


o(f{D),f,(D)) <e 
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pour tout peM—M;. Or cette inégalité est aussi valable 
dans le cas où peM;, comme on déduit des relations (25), 
(28), (29) et (30). 

Nous avons ainsi prouvé que les fonctions f, constituent 
une famille {/}C(QnXQn-m)". Afin de montrer que cette famille 
satisfait à la condition 1? de la thése du lemme, remarquons 
que, d’après (18), (25), (26), (17) et (16), on a fu(p)=f(p) pour 
tout peM. La condition 2? de la these du lemme est une con- 
Séquence immédiate des formules (17), (23;), (21), (15), (13) 
et (12). On prouve enfin la condition 3° de la thèse du lemme 
en rapprochant les formules (25) et (26) de la relation (19). 

La démonstration du lemme 1 est ainsi terminée. 


18. Démonstration du théorème 2, La position de la 
variété compacte m-dimensionelle V dans la variété W étant, 
par hypothèse, localement régulière, il existe pour tout peV 
un élément n-dimensionnel Q(p) de la forme Q,,xQ;—, tel que 
Q(p)V-Q,x(0) et p=(0,0). Il est, en outre, à remarquer 
qu'it existe entre les éléments Q(p) satisfaisant à ces condi- 
tions des éléments dont le diamètre est aussi petit qu'on le 
veut. I] en résulte qu'en fixant un recouvrement 09 qui fait 
correspondre à tout peV un élément Q(p) satisfaisant aux 
conditions en question, on peut trouver un autre recouvre- 
ment 90 qui fait correspondre à tout peV un élément On) 
satisfaisant aux conditions analogues, de maniére que pour 
tout peV la somme de tous les éléments du recouvrement 
0" non disjoints avec Q(p) soit contenue dans un seul élé- 
ment du recouvrement QU. Un recouvrement Q” satisfaisant 
à ces conditions sera appelé raffinement du recouvrement QU. 

Soit QU un recouvrement arbitrairement donné (mais fixe) 
de V. Il existe alors des recouvrements Q®,Q®,...,Q0® de 
sorte que Q“*” est un raffinement du recouvrement Q pour 
tout i=0,1,...,n. La variété V étant compacte, il existe un 
nombre positif e tel que chaque sous-ensemble de V de dia- 
mètre <e est contenu dans un des éléments boat? du re- 
couvrement OI" 

Soit maintenant f une transformation continue d’un es- 
pace en W et {y} une famille de fonctions cv’ telle 


que 9,(p)=f(p) pour tout pef (V). Il existe alors un nombre 
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naturel k tel que l'inégalité |t—t’'|<1/k entraîne l'inégalité, 
le(p)—o,(p)s' pour tout pef (V). Il en résulte que pour 
tout [—0,1,...(k—1) les fonctions PUES où 0<t<1, 
k k 
constituent une famille {p0}CV ` N telle que |o? (p)—9o0(p)|«e/3 
pour tout pef (V) et t,t'e<0,1>. Or, pour obtenir une famille 
cw” satisfaisant à Ja thèse du théorème 2, il suffit de prou- 
ver qu'on peut trouver tour à tour des familles (/0)C W" 
telles que ff soit un prolongement de oi et que {O= f; f("-9 — DI 
et fo-v)- f9-1(V) pour tout 1—0,1,... (k—1). Cette remarque 
nous permet de nous borner dane la démonstration du thé- 
oréme 2 au cas où la famille donnée (p) CV’ TM) satisfait elle- 


même à la condition 
(31) of pp), 9,(p)]<e/3 pour tout pef (V) et t,t'e<0,1». 


D'aprés un théoréme général de la théorie de la dimension 19), 
il existe une décomposition de W en sous-ensembles fermés 
Wi, Wa, Ws satisfaisant aux conditions: 


(32) Wi Wi. cl 


104-2 
pour tout système de n+2 indices différents is, is, ...,4n+2, 
(33) Si WrV-2-0, alors le diamètre de Wi est <e/3. 


En outre, nous pouvons choisir les indices des ensembles 
Wi, Wo, ..., Ws de manière qu'il existe un o<s tel que 


(34) WiV=+0 pour i<o et W;V—0 pour i-o. 
Posons maintenant 


8 
(35) M,—f V) Nf) D f SW Wi) 
4—04-1 (£515 5€) 
où la dernière sommation s'étend sur tous les systèmes 


(if, Ze Al de v indices différents. Les ensembles M, ainsi 
définis sont fermés et tels que 


(36) Mı=M, M,CM, a Masf IL IT (9. 


i=0+1 


18) Voir p.ex. K. Menger, Dimensionstheorie, Leipzig-Berlin 1928 p. 158. 
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On a en outre 


(3) M, ,—M,— 2 (Wi, Wi Wi, )—M,) 

(44,55... 1, =) 
où la sommation s'étend sur tous les systèmes N) de 
y—1 indices différents et <o. On voit sans peine que les ter- 
mes de cette somme sont disjoints deux-&-deux et que chacun 


d'eux est ouvert dans M,_ı et sa frontière (par rapport à M,_,) 
est contenue dans M, et dans chacun des ensembles f. 


où j—1,2,...,v—1. 
Ceci établi, posons. 


(38) f(p)—o(p) pour tout pef (V) et te<0,1), 


(39) f(p)—f(p) pour tout pe Wf (W) et teQ01». 


i=0+1 


Les formules (38) et (39) définissent, selon (36), une famille 
‘de fonctions CWn+2 satisfaisant dans M, aux conditions: 


(40) folp)=p), 
(41) fe (V)=f (V). 


Remarquons, en outre que la famille (fj ainsi définie dans 
Mn+ satisfait pour »=n+2 à la condition suivante: 


Pour tout indice i<o l’ensemble DH W:M.) est 
(42,) 0t 
contenu dans un des éléments du recouvrement QU. 


En effet, d’après (36) on a 
FD Maas (WeV) +f (We NW. 
E J=0+1 
En tenant compte des relations (38), (31), (33) et (39), on 


a pour tout couple p, p’ de points de f (W)- Mas et tout 
couple de nombres t,t’e<0,1) 


eUf (p) pls olf,(p), (p)1+ elf(p), fallt ep); fep) Se 
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I1 en résulte, d’après la définition de la constante e, que 
la condition (42,42) est remplie. 

Admettons, à présent, qu’on à déjà défini pour un certain 
naturel v»<n+2 une famille de fonctions DACH, satisfaisant 
aux conditions (38), (39), (40), (41) et (42,). Nous allons mon- 
trer qu’on peut trouver pour les fonctions de cette famille 
des prolongements continus (que nous allons désigner aussi 
par f, constituant une famille CW^^— et satisfaisant aux con- 
ditions (38), (39), (40), (41) et (42, 1). 

Soit I—(i,44..,5,,) un système d'indices différents <o 
arbitrairement donné. En tenant compte de la formule (37) 
il suffit de prolonger f, d’une manière convenable sur cha- 
cun des ensembles de la forme T,= f (Wi; Wi- W; )—M,. 
A ce but faisons correspondre au système I un de ses élé- 
ments (1). L'ensemble 7, étant ouvert dans l’ensemble fermé 
M,_1, sa frontière F; est égale à T;—T et elle est contenue 
dans M,. Or les fonctions f, sont définies dans F; et ses va- 
leurs appartiennent à l’ensemble des valeurs que f, prend 
dans chacun des ensembles e M,, où j=1,2,..,0—1. 
On a en particulier 


(43) RICH LU (Won) M, pour tout  te<0,1). 
0<t<1 


Or, d’après (42,), il existe un élément Q, du recouvrement 
Q° satisfaisant à l’inclusion 


(44) ey fU (Wan) M,)C Q,- 


En tenant compte de (40) et (41) et en appliquant le lemme 1 
du N? 17 on en conclut qu'il existe pour les fonctions f, en- 
visagées uniquement dans P; une famille de prolongements 
(que nous désignons aussi par CO? telle que fa(p)=f(p) 
pour tout peT, et CO (V-Q,) pour tout te<0,1). 

En appliquant ce procédé à chacun des ensembles Tz, on 
parvient, d’après (37), à une famille de fonctions (fjC wee 
satisfaisant aux conditions (38), (39), (40) et (41). Il ne reste 
donc qu’à prouver que les fonctions f, satisfont aussi à la 
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relation (42, ,) Dans ce but remarquons que l’ensemble 

f (W)-M,—ı est, pour tout i<o, une somme de f '(W,)-M, 

et de f (WÈ Tr, où la sommation s'étend sur tous les 
I 


systèmes I=(üria...i,_ı) des vc —1 indices différents <o tels que 
fW; Wi... Wi, Jet, Or, d’après (42,), il existe un élément 


Q du recouvrement 9? tel que 
(45) el [f (W)- M,]C Q,. 


On a, en outre, d’après la définition de f, dans T, l’inclu- 
sion suivante . 


(46) ZA. 


L'ensemble W; Wi Wia étant non vide, on conclut de la 
relation (33) que le diamètre de la somme W;+ Wi+..+W; 


ki | 
“est <e. Or il existe un élément Qi du recouvrement Q°” 
contenant l'ensemble W;+W; +...+W;, |, tout entier. Remar- 
quons, en outre, qué les relations (44) et (45) entraînent V- Wc Ha 
et V-W CQ; Il s'ensuit que Q/,-Q,+0+0Q,0Q/,. Or il existe 
un élément du recouvrement OT" contenant tous les éléments 
Q et Qn c.àd. la relation (42, 1) est démontrée. 

Nous avons ainsi prouvé que le procédé de prolongement 
des fonctions f, définies dans l’ensemble M;,» par les for- 
mules (38) et (39) peut étre appliqué tour-à-tour dans les en- 
sembles Mn+; Mn,- Mı de manière que les conditions (40) 
et (41) soient remplies. L'ensemble M; coïcidant, d’après (36), 
avee M, nous parvenons de cette maniére à la famille {fC Lë 
satisfaisant aux conditions (38), (40) et (41), c.àd. à la thèse 
du théorème 2. 


19. Lemme 2. Prémisses: 19 f est une fonction trans- 
` formant un espace M en une variété n-dimensionnelle W de 
manière que pour tout ensemble compact OCW l’ensemble f (C) 
soit compact. 


20 A est un sous-ensemble compact de W recouvert par l’image 
de f d'une manière essentielle. 
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These: Il existe un entourage U de A (dans W) recouvert 
par l’image de f d’une manière essentielle. 


Démonstration. Soit Œ un entourage de l'ensemble f (A) 
(dans l'espace M) tel que pour toute famille de fonctions (f)CW. 
telle que f,—f et f,(p)=f(p) pour tout peM—G et te40,15 
on ait ACf,((M). Remarquons qu'il existe un nombre «>0 
tel qu'on a 


(47)  o(a,f(p)zs pour tout acA et peM—G. 


En effet, en tenant compte de ce que A est compact, on 
conclut que dans le cas contraire il existerait une suite 
{p,}C M—S et un point a eA tel que f(p,)—-a,. Soit Q un élé- 
ment n-dimensionnel constituant un entourage (dans W) de dp. 
L'ensemble f (O0) étant (selon 1°) compact, il contient presque 
tous les points p,. Or il existe une suite partielle {Pr} con- 
vergente vers un point p, L'ensemble M—@ étant fermé, 
on a Pe M—G. D'autre part on a f(p)= lim f(py)— a4, 


e. àd. poef (A), ce qui contredit l'inclusion f (A)CG. 
L'existence d'un nombre e>0 satisfaisant à l’inégalité (47) 
ainsi établie, nous pouvons faire correspondre à tout ae.A un 
élément n-dimensionnel Q(a)CW —/(.M —G) constituant un en- 
tourage de a dans (l’espace W). En désignant par R(a) l'inté- 
rieur de Q(a), posons U— à R(a). L'ensemble U ainsi défini 
ae. 


constitue un entourage de A (dans W) tel que f (U)- (M —G)—0, 
c.àd. EH U)CG. Or l'ensemble G est un entourage de £X U) 
dans W. Il ne reste qu'à prouver que pour toute famille (ycw" 
satisfaisant aux conditions: f,—f, f(.M —G)CW —U pour tout 
te<0,1>, on a UCf,((M). Dans le cas contraire, il existerait 
notamment un point beU —f,(M). Soit beR(a), où acA. On 
voit aisément que l'ensemble Q(a)—(b) se laisse transformer 
ei la surface S(a)=Q(a)—R(a) de Ola) par une déformation 
continue dans soi, pendant laquelle tous les points de la 
surface S(a) restent fixes. Il en résulte, qu'il existe une défor- 
mation continue y(x,t) de W —(b) satisfaisant aux conditions: 
9(2,0)— c, p(x,t)eW pour tout zeW et £e(0, 1>, 9(W,1)=W —R(a), 
p(æ,t)=zx pour tout ze —R(a) et te<0,1). Or, en posant 
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f(p)—fh(p) pour tout peM et Leck: et f(p)—9[f,(p), 2t—1] 
pour tout peM et te<4,1>, on obtient évidemment une famille 
{f}CW™ satisfaisant aux conditions: Lef: f(M—G)CW—A 
pour tout fe(0,1 et f,(.M)—g[f,(.M),1]CW —R(a), ce qui est 
impossible, car ae A-R(a) et l'ensemble était supposé recouvert 
d'une manière essentielle par l'image de la fonction f. 

.La démonstration du lemme 2 est ainsi terminée. 


20. Lemme 3. Toute courbe simple fermée A contenue dans 
une variété polyédrique (finie ou non) W se laisse transformer, 
pour tout e>0, par une homéomorphie p, satisfaisant à l'inégalité 
olp(z),2]<e pour tout weA, en une courbe simple fermée A’ 
située dans W dans une position localement régulière. 


Démonstration. En tenant compte du fait que dans une 
variété de dimension <2 chaque courbe simple fermée est 
située dans une position localement régulière (voir N° 7, 
exemple 2) nous n’avons qu’à considérer le cas où la dimension 
n de W est >3. 


Envisageons une décomposition simpliciale T de la variété 
W si fine que chacun de ses simplexes soit de diamètre <e/6. 
Or il existe un nombre positif n<e tel que chaque sous-en- 
semble de W non disjoint avec A et dont le diamètre est <7 
est contenu dans l’étoile d'un sommet a de A (c.à d. dans 
la somme de tous les simplexes de T ayant a comme un de 
leurs sommets). 


Soit go, dis dëses dn un système de k>3 points de A cou- 
pant A en k arcs simples L,Ls,...L; tels que les points aji 
et a; constituent les extrémités de l'arc L; et que pour 24-j 
le diamètre de L; soit <n/3. En faisant correspondre à tout 
i=1,2,...,k un point a; situé dans l’intérieur d'un simplexe 
n-dimensionnel de T et tel que 0(a;,a;)— 5/3, on a o(a;-3,0)) xj 
pour tout i=1,2,...,k. Il en résulte que aj_; et a; appartien- 
nent aux intérieurs des simplexes n-dimensionnels À et 4’ 
de T ayant un (au moins) sommet a commun. T étant une 
décomposition simpliciale d'une variété, il existe dans l'étoile 
de a un système Aa, As, 4-1 (Lz—1) de simplexes n-dimen- 
sionnels différents deux-à-deux tel que Je: Ausl et que 
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la partie commune de 4,1 et A, (»—1,2,...,1+1) soit égale 
à un simplexe (n—1)-dimensionnel A, de T. En choisissant 
maintenant dans l’intérieur de chacun des simplexes 4, un 
point gx et dans l’intérieur de chacun des simplexes A, un 
point b;,, posons 


mee. Ve eee oun aped RM eB ES a ETES Aa 
Li—aibi14- 2 (bi, vti vF ai, vbi, v1) + bi, 141 Gr. 
v= 


Les simplexes 4, étant disjoints deux-à-deux, la ligne poly- 
gonale L; est un are simple joignant les points aj_1 et a; dans 
l’etoile du point a. Or, le diamètre de L; est <e/3. En outre, 
en tenant compte de l’hypothese que la dimension de W est 
>3, on peut choisir les points aj, a» et b;, de façon que les 
lignes polygonales L; soient dans une „position générale“, 
c. à d. que la partie commune de L; et Lj ne contienne pour 
ij que les extrémités communes de ces arcs simples. Il en 


k 
résulte que l’ensemble AVE), L; est une courbe simple fermée. 


i—1 
Nous allons prouver que cette courbe satisfait à la thése du 
lemme. 

Dans ce but définissons y, dans chacun des arcs L; comme 
une homéomorphie transformant ZL; en L; de manière que 
p,(a)=a;, pour tout i=1,2,...,k. On obtient ainsi une homéo- 
morphie transformant A en A’. Pour tout weZL; la distance 
entre © et p (æ) ne surpasse pas la somme des diamètres de Li 
et L; et de la distance de a; et aj, donc elle est <e. 

Il ne reste donc qu'à prouver que la position de À’ dans 
W est topologiquement réguliére. Dans ce but remarquons 
d'abord que la courbe A’ est construite de telle façon qu'elle 
est disjointe avec chaque simplexe (n—2)-dimensionnel de la 
décomposition 7 et que pour tout simplexe n-dimensionnel 
A de T la ligne polygonale A-A’ se décompose en segments 
rectilignes de. maniere que chaque point de A” situé sur la 
frontière de A n'appartient qu'à un seul segment de cette 
décomposition. Soit a un point arbitraire de A’. Dans le cas 
où « est un point intérieur d'un simplexe »-dimensionnel À 


de T il existe dans 4-A’ deux segments rectilignes aa, et aao 
ayant (a) comme partie commune. et un hyperplan (n—1)-di- 
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mensionnel H contenant a et coupant A entre a, et ao. En chois- 
sant maintenant un simplexe (#==1)-dimensionnel A(a1a2... an) 
dans H.A contenant a dans son intérieur et ayant un diamètre 
suffisamment petit, on constate sans peine que l'ensemble 
Z-—4A(a9o41...05)--4(a041...a4,) satisfait aux conditions de la dé- 
finition 2 du Nr 7. Dans le cas oü a n'est situé dans l'intérieur 
d'aueun simplexe n-dimensionnel de 7, il existe deux sim- 
plexes n-dimensionnels A et A’ de T contigus à une face com- 
mune (z—1)-dimensionnelle À contenant a dans son intérieur 
et tels qu'il existe deux points aged et aged” tels que les seg- 
ments aoa et aa soient contenus dans A’. En choisissant dans A 
un simplexe (n —1)-dimensionnel A(azas... an) suffisamment petit 
.et contenant a dans son intérieur, on voit aisément que l'en- 
semble Z=4(aotdı...an)+A(asaı...a,) satisfait aux conditions 
de la définition 2 du N? 7. 


21. Lemme 4. Prémisses: 1° A est un rétracte absolu de 
voisinage 1) situé dans un espace arbitraire E, 
: 20 f est une transformation continue d'un espace compact 
M en un sous-ensemble de E, 
3° Pour tout nombre naturel n il existe un ensemble A,CE 
tel que f transforme l’ensemble f (As) en An d'une manière es- 
sentielle et qu’il existe une homéomorphie ox transformant A 
en An et satisfaisant à l'inégalité o[pA(x),æ]<1/n pour tout weA. 


Thèse. La fonction f transforme l’ensemble f (A) en À 
d'une manière essentielle. 


Démonstration. Supposons au contraire que f transforme 
f (A) en A d’une manière inessentielle. Il existe alors une 


famille GNA "^ telle que f,(2)=f(x) pour tout ef^ (A) et 


(48) ! AU (A). 


TL ensemble A étant un rétracte absolu de voisinage, il 
existe un prolongement continu fọ de la fonction fọ sur un 
entourage U de A dans l'espace E. On en conclut £) qu'il 
existe une famille (AC A" telle que f, soit un prolongerhent 
de f, sur U pour tout te<0,1>. En tenant compte de (48) on 


en eonclut qu'il existe un entourage U'CU de f (A) tel que 
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ff (4) A. Or f, transforme U’ en A d’une manière ines- 
sentielle. En tenant compte de 3°, on a pour tout n suffisam- 
ment grand f '(A,)CU', done la fonction f, est définie dans 
l’ensemble f An) en le transformant en A d'une manière 
inessentielle. En posant maintenant 


j(=; fa) pour tout wef (A,) 


on obtient une transformation essentielle de f '(4,) en A, 
ear f transforme f LA en A, d'une manière essentielle et oe" 
est une homéomorphie. En tenant compte de 3? et de la dé- 
finition de la fonction f, comme d'un prolongement continu 


de la fonction f considérée uniquement dans l'ensemble f (A), 
on conclut que la distance entre. f, et f, (considérée uni- 


quement dans l'ensemble f '(A,)) tend vers 0. Or c'est im- 
possible, car pour tout rétracte absolu de voisinage A il existe 
une constante positive e telle que pour tout espace X la dis- 
tance entre deux composantes différentes de l'espace A” est 
toujours =e 19). 


22. Démonstration du théorème 3. Soit Q une courbe 
simple fermée située dans une variété polyèdrique W et soit 
f une fonction continue transformant un espace M en W de 
manière que pour tout ensemble compact OCW l’ensemble 
f (€) soit compact et que la courbe 2 soit recouverte par 
l’image de f d’une manière essentielle. D’après le lemme du 
N° 19 il existe un entourage U de 2 (dans W) recouvert par 
l’image de f d’une manière essentielle. Or, chaque entourage 
de contenu dans U est aussi recouvert par l’image de f d’une 
manière essentielle. Ceci nous permet d’admettre que la fer- 
meture U de U est compacte. L'ensemble f ‘(U) contenant 
f (U) dans son -intérieur, on conclut de (10) que l’ensemble 
U est recouvert d'une manière essentielle par l'image de la 
fonction f considerée uniquement dans l’ensemble compact 
f (OU). Or, d’après le lemme 3 du N° 20, il existe pour tout 


19) Voir ma Note „Über eine Klasse von lokal zusammenhängenden 
Räumen“, Fund. Math. 19 (1932), p. 225. 
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nombre naturel n une homéomorphie o, transformant Q en 
une courbe simple fermée 2,—9,(Q2) située dans M dans 
une position localement régulière et satisfaisant à l'inégalité 
o[pn(t),æ]<1/n pour tout zeQ. Mais, d’après le théorème 1 du 
N° 8, la fonction f transforme l’ensemble f (Qn) en Q, d'une 
maniére essentielle. En tenant compte du lemme 4 du N? 21 
on en conclut que f transforme aussi l'ensemble f (2) en 2 
d'une maniére essentielle. La démonstration du théoréme 3 
est ainsi achevée. 


SUR LES COURBES TRACÉES SUR UNE SURFACE 
Par M. EMILE COTTON, Grenoble 

La famille des courbes (I) égales à une courbe gauche 
donnée est déterminée par les expressions de la courbure c 
et de la torsion ¢ en fonction de l'are s de la courbe. Une cer- 
taine condition, R=0, doit être remplie pour que l’une des 
courbes (1°) soit tout entière située sur une surface donnée (8); 
elle fait l’objet du présent article. En général R s’exprime 
avec e et ses dérivées d'ordre inférieur Qu égal à quatre, t et 
ses dérivées des trois premiers ordres (n? 1). Lorsque (8) est 
invariante par les transformations d'un sous-groupe du groupe 
des mouvements, l'ordre maximum des dérivées de e ou de £ 
intervenant dans la relation R=0, s'abaisse (n9 2). La rela- 
tion R=0 est bien connue dans le cas du plan ou de la sphère; 
le eas du cylindre de révolution étudié ici (n? 3) conduit à une 
relation qu'il serait possible d'éerire explicitement, mais qui 
est loin d'étre aussi simple que dans les deux cas précédents. 
Quelques mots concernent enfin (n? 4) le système formé par 
deux équations R=0. 


1. Soit f(z,y,2) une fonction des trois coordonnées rectan- 
gulaires d'un point M. Lorsque M décrit une courbe (77), ous 
sont fonctions de l'arc (ou abscisse curviligne) s de (I); et f 
devient une fonetion de s, soit F(s). Les dérivées successives 
de P se caleulent par les formules connues de dérivation des 
fonetions composées, et les formules de Frenet permettent de 
les exprimer au moyen de 2,y,2, des cosinus directeurs a, f, y, 
a',B',y' de la tangente MT et de la normale principale MN, 
des expressions ¢(s), t(s) de s donnant la courbure et la tor- 
sion de (I) en fonction de l’abscisse curviligne, et de leurs 
dérivées successives c',t', c’’,t’’,... 
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Supposons maintenant (I) située sur la surface (S) d'é- 
quation: 


(1) f(2,9,2)— 0; 


F(s) et ses dérivées sont nulles. D'autre part, les cosinus 
directeurs de deux droites perpendiculaires sont fonctions de 
trois variables indépendantes seulement, il arrive en général 
que les 6 équations 
dF d2F dF 

(2) F(s)=0, dis ds =D EFT 

(dont les premiers membres sont exprimés comme il a été dit 
plus haut) permettent de considérer z,4, 2 et les cosinus a, B, ..., y' 
comme fonctions composées de s par l'intermédiaire de c(s), t(s) 
et de leurs dériv^es e’,c’’,e’’’,t’,t’’. En portant ces expressions 


6 
de 2,y,..,y' dans l'équation e 0, on trouve une relation 


(3) Tid Chun 0,056, 0,1, ,1)—0, 


condition nécessaire pour que (T) puisse être placée sur la 
surface (S). On peut (en supposant les données analytiques 
et utilisant la série de Taylor) démontrer que, parmi les cour- 
bes OU" dont la courbure et la torsion sont des fonctions don- 
nées c(s), t(s) vérifiant identiquement la relation (3) (courbes 
égales entre elles), il en est au moins une située tout entière 
sur (S). 

Lorsque (S) est une surface algébrique, les premiers mem- 
bres des équations (2) sont des polynómes en @,¥,...,t’’ et le 
premier membre de (3) est un polynóme. 


Si Von remplace l'équation (1) de (S) par Véquation d’une 
surface égale (S*) rapportée aux mêmes axes, on obtient encore 
la même relation (3). Soit en effet (Tọ) celle des courbes (T) 
qui est sur (S), déplacons simultanément (S) et (To) de ma- 
nière à faire coincider (S) avec (S*), (To) occupera une nou- 
velle position (75) située sur (S*), les fonctions ce(s), t(s) ne 
sont pas modifiées et ne cessent pas de vérifier la relation (3). 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII. 3 
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2. Lorsque la surface (S) est invariante vis à vis des trans- 
formations d'un sous-groupe du groupe des mouvements, la rela- 
tion (3) est remplacée par une relation plus simple, en ce sens 
que les ordres des dérivées de c et det qu'elle utilise sont in- 
férieurs à ceux du cas général. | 

Considérons d’abord le cas où (S) est un plan. Une courbe 
plane a une torsion nulle, (3) est remplacée par t=0. Sup- 
posons ensuite (S) sphère de rayon Je. La relation cherchée 
s’obtient en exprimant que Æ est le rayon d’une sphère oscu- 
latrice à (S), ce qui donne aisément 

CCG 

Dans les exemples précédents, le sous-groupe est à trois 
paramètres; examinons ensuite les sous-groupes à un para- 
mètre: S? (S) est un cylindre on peut partir de l’équation 

Tam, lz 
la variable z ne figurant pas, il suffit des cing premières équa- 


tions (2) pour déterminer les variables restantes; en portant 
dans la sixième, on à une relation de la forme 


(4) R(e",e",e",e,t",t,t)=0. 


Si (S) est une surface hélicoidale, ou une surface de revolution, 
on peut, en prenant pour Oz l'axe du mouvement qui la laisse 
invariante, remplacer (1) par la représentation parametrique 


(5) x= 06056, y= sind, g— g(o)-- ^0, 


h est une constante (nulle si la surface est de révolution). 
Les cosinus directeurs de la tangente MT à une courbe 
de la surface sont 


ds 


Soit A l'angle de MT et du prolongement ML du rayon 
du cylindre de révolution d'axe 02 passant par M 


a=cos0 2 — psind, B=sino@2 + ocosd, y= 9'(e Ota 


cos Â— acos0 + Geint 
la relation 


re) (2 f + 2hg' fe d? 


ds ds 


“+ (0412) (=) =1, 
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donne ensuite a,B,y S'expriment done en fonction de 


dO. 
ds ? 
o, 0 et A. Soit de même yw l'angle que la normale principale 
de (T) fait avec ML, les relations 


oo + BB'+yy =0, a’ eos0-1- B’sind=cosu, a+ Bet y'?—1 


donnent a’, ß’,y’ en fonction de o, 6, A, u. 

(Géométriquement, ces derniers résultats tiennent à ce que 
M décrivant une hélice tracée sur (S), le plan tangent en M 
` à (S), la droite MZ, la parallèle Mz’ à Oz constituent une figure 
de forme invariable). 

Puisque z,y,2 et les six cosinus sont fonctions de quatre 
variables seulement, et que la première des équations (2) est 
vérifiée identiquement, l'élimination de ces variables peut être 
faite entre les relations (2) et on obtient encore une relation 
de la forme (4). 


3. Un dernier cas reste à considérer, celui où (9) est un 
cylindre de révolution; le sous-groupe est à deux paramètres. 
La représentation paramétrique (5) ne peut plus être utilisée, 
o étant constant. Nous étudions ce cas par une méthode un 
peu différente. 

Considérons un cylindre défini par un trièdre mobile de 
Darboux Mayz, Pase Ma étant tangent à la section droite pas- 
sant en M, l’axe My la génératrice passant en ce point, l’axe 
Mz étant normal à la surface. En prenant pour paramètre 
Vabscisse curviligne u de la section droite et la distance v de M 
à. un plan fixe perpendiculaire aux génératrices, on a, avec 
les notations des Chapitres I et II du livre V du tome II des 
Leçons. sur la Théorie des Surfaces, de Darboux, les formules 
suivantes pour les translations et rotations du trièdre 


§=A=1, n=§,=0, m=C=1, P=h=9, r=n=0, 
9 Le. 
De plus, q est fonction de la seule variable w, et —1/q—.E 


est le rayon de courbure de la section droite. 
3% 
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Les formules 


du EEE 
(6) gg CE gj, no 
(7) ; COS w= — GCOS? w 
dw Men 
(8) q CS 
do : 
(9) d; ICO sino 


concernant une ligne (I) tracée sur la surface sont données 
par DARBOUX (Leçons sur la Theorie des Surfaces, t. II, ta- 


FEIN 
bleaux II et V, p. 383, 386); o est l'angle Man MT, MT étant 


tangente à (I), w=MN,Mz, MN étant la normale principale; 
s est Vabscisse curviligne, enfin c=1/o et t=1/r désignent 
respectivement la courbure et la torsion. 

Nous les utiliserons en regardant c et t comme des fonc- 
tions données de s, ce qui détermine la courbe (I) à un dé- 
placement prés et permet de déterminer en fonction de s 
@,@,U,v,q. D'une façon plus précise, en remplaçant d par sa 
valeur tirée de (7) dans (9), on a une équation (97) constituant 
avec (8) un système d'équations différentielles que o, & doivent 
vérifier; ayant œw, les équations (6) donnent u et v par des 
quadratures, et q se déduit de (7). 

Géométriquement w et o donnent la position du triedre 
Maya par rapport au triédre de FRENET, l'axe My a une di- 
rection fixe dans l'espace, et engendre un cylindre (8); la sec- 
tion droite en est déterminée par sa courbure (—g) et par son 
abscisse curviligne uw, enfin v donne la distance de M à une 
section droite. 

Nous aurons à utiliser une équation donnant dq/ds en fonc- 
tion de goë, Pour la former on écrit d'abord: 


2 
(10) t) = (sin? w cos? w= — c coso (ecos o + q) 


en dérivant ensuite la relation (7) et éliminant w et dw/ds en 
utilisant (8) et (9), on obtient la relation suivante, cas parti- 
culier d’une équation donnée par LAGUERRE (tormule 8 du 
tableau V des Leçons de DARBOUX): 
3) temo dq. 

ds q ds 


(11) eos a engl 
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L’elimination de dw/ds entre (10) et (11) conduit à l’équa- 
tion cherchée que nous écrivons provisoirement 


d 
(12) F(a, Scan 


Si l’on obtenait g et o comme solutions du système diffé- 
rentiel (11) et (12), on aurait, o par la relation (7). On pour- 
rait alors trouver les valeurs initiales go Ge: Ou de façon que 
la valeur correspondante de dq/ds soit nulle: 


(13) F(0, Yo; Wg, $9) = 0. 


Cette équation donne par exemple o, une fois choisis qo 
et sọ; par suite elle détermine les cylindres passant par (I) pour 
lesquels, en un point donné ss, le cercle osculateur à la section 
droite a un rayon aonne et un contact du second ordre avec la 
section. ; 


Pour que Ja courbe (T) soit située sur un cylindre de ré- 
volution de rayon R, il faut et il suffit évidemment que w 
étant solution de 


(14) F(0,—1/R,0,s)—0 
vérifie aussi l'équation obtenue en égalant à zéro le premier 


membre de (11): 


(15) cos T resin 21902 | 0. 
d ds 


Nous simplifierons les formules qui vont suivre en suppo- 
sant R=1; on peut le faire sans diminuer la généralité, puisque 
cela revient à prendre pour unité de longueur le rayon du 
cylindre, ou encore à remplacer les variables anciennes 


HIE 
respectivement par 
u=u/R, v'-—vo[H, c'=Re, t'=Rt, s'—s[E 


et à supprimer ensuite les accents; on a, maintenant g——1. 
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Nous avons ainsi, en partant de (10), 


do Y = = 
ES — (COS w (1 —ccos o) 


(107) 
que nous transformons en la multipliant par 9c?sin?c et rem- 


placant sesin do par sa valeur tirée de (15). Il vient 


(16) [cos @ asing) —9¢ sin? cos w(1—ccosw)=0; 


c’est l'équation (14) pour R=1. On Vécrit encore, en prenant 
comme inconnue o=cotg® 


(17) | G(o,c', c, t)  [(14- o2) (ce —et)? 4- 9o? — 81090? (1 + aaj 


L’équation (15) nous donne 


(18) gell + (e'o+ 2ct) (1+ 02) — 0. 


Nous écrirons 
(19) G (o,6',0,0) — A908 +4,07 +... +Ag=0 
les coefficients de ce polynôme sont fonctions composées de s 


par l'intermédiaire de c',c,t. Posons 


dA; wa e" 9A; , oat 4 
ds 3e BEES eue Lor pr 


La dérivée do/ds d’une solution de (19) est donnée par 


8G. do 5 dA, 


un ay 
do ds ds 


[= 


Remplacons do/ds par sa valeur tirée de (18), on voit que c 
vérifie encore l'équation du huitième degré 


8 
dA; E d 9G 
(20) | JENG cet) 30S SE —(14- e?)(e'a + 200) — 0. 


i=0 
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La relation cherchée est 
(21) Bila, 6,6, 0240) = 0; 


R désignant le résultant de @ et H considérés comme polynö- 
mes en c; il est superflu de donner ici l'expression explicite 
du polynôme en ¢”,...,t qui constitue R. 


4. Considérons deux équations du type (3) 
(22) SR (CE EE E EEE t) 0 Rıle'",...,t)=0 


concernant respectivement deux surfaces (S), (S,). Elles cons- 
tituent un système d'équations différentielles où les fonctions 
inconnues sont c et t; la variable indépendante s ne figure 
pas dans ces équations. Un tel systéme détermine les inter- 
sections (I') des surfaces égales à (S) avec les surfaces égales 
à (S,). Il peut se ramener, par un procédé classique, en pre- 
nant c comme variable indépendante à un système de 6 équa- 
tions donnant ec’ et ses dérivées ¢ et ses dérivées en fonction 
de c, système complété par une septième équation donnant 
par une quadrature s en fonction de c. La constante additive 
correspondante n'intervient pas dans la forme des courbes (I) 
qui dépendent bien en définitive, dans le cas général, de six 
constantes arbitraires. 

Si les surfaces (S) (S,) sont égales, les deux équations (22) 
ne sont plus distinctes. Mais on observe que la condition R=0 
exprime que les 7 équations en 2,9,2, Gan 


F=0, F’=0,.... F°=0 


ont un systéme de solutions communes (n°1); pour qu’il existe 
deux systémes de telles solutions (correspondant a deux po- 
sitions distinctes de (I) sur la surface (S), une seconde con- 
dition doit étre remplie; elle constitue avec R=0 le systeme 
d’équations différentielles cherchées. Par exemple, dans le cas 
du n°3, on l’obtiendrait en écrivant que les deux équations 
(19) (20) en o ont deux solutions communes. 

Lorsque l'une au moins des surfaces (S) (S,) admet les 
transformations d'un sous-groupe du groupe des mouyements, le 
nombre de constantes arbitraires dont dépendent les courbes 
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(I) est inférieur à six. C’est le cas par exemple des courbes 
définies par R=0, t=0, ou par l'équation unique 


(23) Biereg, 0,0, 0,0) = 0 


correspondant aux sections planes de la surface (S) à laquelle 
correspond À; elles ne dépendent plus que de trois constantes 
arbitraires. Ce nombre se réduit encore pour les surfaces con- 
sidérées aux ps 3 et 4; ainsi, pour un cylindre de révolution, 
l'équation (23) est du second ordre 


(24) Bier, e, e, ls. 


La forme des sections planes considérées (ellipses dont le 
demi petit axe a une longueur donnée R=1), ne dépend plus 
que d’un paramètre. On raménerait (24) à une équation du 
premier ordre en prenant c comme variable indépendante, 
mais les calculs du n°3 donnent très simplement l'intégrale 
de cette équation différentielle; on part de l’équation (15), 
où l’on fait t=0: 


GE do 
cos w — —3oe8in w ——— 0, 
ds ds 
les variables se séparent; on a par suite, k désignant une con- 


stante 
1 


ceos o= kè, cosa=ke 3; 

la relation (7) s'écrit, puisque g=—1, ecosco—cos?o et 
2 2 
cos? w= bei, sin? o —1— ke. 


On porte ces expressions des sinus et cosinus dans l'équa- 
tion (9) correspondant à (—0, g=—1, ce qui donne 


deoso . — 4 
= Sin © COS © Sin w 
ds 
et enfin 
de 4 Zug 1 
(25) C= =— 3 (k1— 3)? (c —k?y. 


ds 
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L’equation intrinsèque des ellipses considérées peut s’écrire 
2 


en exprimant l'are s en fonction de u— d, c étant la courbure; 
cette expression est une intégrale elliptique 


iL du 
dE Vu(k——u) UE) 


On peut évidemment obtenir cette même équation en parT- 
tant de la représentation paramétrique classique 


X=acosp Y=sinp 
2 2 
et trouver ainsi k=a ? ou encore c08?0 en appelant 0 l'angle 
du plan de Pellipse et d'un plan perpendiculaire à l’axe du 
cylindre de révolution. 


SUR QUELQUES INTÉGRALES DU TYPE DE DINI 


Par J. MARCINKIEWICZ, Wilno 


1. Soit donnée une fonction F(z) de période 27. Posons 
(ater) A(P, v, h) Atom, h) =F (x+ h)+F(e#—h) —2F (a). 


Lorsque la fonction F admet une dérivée f assez régulière, 
par exemple lorsque f vérifie la condition de Lipschitz d’ordre 
positif, on a pour tout & 


27 
(1.2) CU EC r>1. 
0 


Au contraire, si l’on suppose seulement l’existence de la 
dérivée f(x) dans un point particulier, l’integrale (1.2) peut 
être divergente en ce point. Cependant on a le 


Théorème 1. Soit F continue, dérivable dans un ensemble E 
de mesure positive. L'intégrale (1.2) existe pour tout r>2 presque 
partout dans E. Pour r<2, le théorème tombe en défaut. 


Supposons que la fonction F est absolument continue et que 
sa dérivée feL? (q>2). D’après le théorème 1 l'intégrale (1.2) 
avec r=q définit une fonction de x. On peut demander quel 
est l’ordre de grandeur de la fonction ainsi définie. On y a le 


Théorème 2. Lorsque F est absolument continue et F'=feL'; 
on a 
27 25 , 2n 
(1.3) Jen Lis, Or" det, f Wé. 


0 
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On a aussi un théorème réciproque dans un sens au théo- 
rème 2: i 


Théorème 5. Soit F une fonction absolument continue 
F(0)=F(2r), 1<p<2, f—F'. On a 


2x 2x 
(1.4) Î Pde «C of / [Ace E de dt. 
2. Nous commençons par la démonstration du 


Lemme 1. Les théorèmes 1, 2, 3 sont vrais lorsque F est 
absolument continue, F(0)=F(2x), F'eI? et r—2. 


Posons 
rise f(z) — S(aycos ka bysin ka). 
1 
. On à 


S i = - i 
one S (eene cem ka ine = 
1 


L'égalité de Parcéval donne 


4 kt /2 
i Ze Aia, dr D gin Aue 


En multipliant les deux membres de la dernière égalité par 
t~ et en intégrant dans l'intervalle, (0,27) on obtient 


2x 27 


T zi if 4" (m,t)t "dodt= E j 2 t, 


ce qui implique le résultat demandé. 
3. Dans une autre note!) jai démontré le 


Lemme 2, Soit F une fonction continue, dérivable dans un 
ensemble E de mesure positive. Pour tout e>0 on peut définir 
un ensemble OCH et deux fonctions G(x) et H(x) de période 2x 
de sorte que Von ait 


1) Marcinkiewiez 2. 
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(3.1) |E—Q|«s, 
(3.2) G0) =G(22), Ga)—|gla)dn, geli, 
0 
(3.3) Ge) =F(a), (weQ), 
(3.4) F(a)=6(@)+H(«), 


et enfin pour presque tout veQ 
(3.5) (ta "at oo. 


4. Nous allons démontrer le théoréme 1 avec r—2. Fixons e 
positif et considérons l'ensemble Q et les fonctions G et H 
satisfaisant aux conditions(3.1)-(3.5). En tenant compte de (3.2) 
et du lemme 1, on conclut que l'intégrale 


27 
(4.1) EICH EL 
0 


existe presque partout dans l'intervalle (0,2). D'autre part, 
les formules (3.3) et (3.4) montrent qu’on a presque partout 
dans Q : 

H(x)=0, Hs)=0, 


ce qui montre en vertu de (3.5) que l’intégrale 
A H (»+t)t dt 


existe presque partout dans Q. Or, l’existence de la dernière 
intégrale implique évidemment 


27 i 
(4.2) [A^ 01,2,1)t at oo. 
. 0 


En tenant compte de (4.1) et (4.2), on conclut facilement 
qu'on a presque partout dans Q 


2r e 
(4.3) A(F,2,t)t ‘dt <oo. 
0 
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Or, e étant arbitraire, il s'ensuit d’après (3.1) que l'inégalité 
(4.3) subsiste presque partout dans l’ensemble E. 

Remarquons enfin que l'inégalité (4.3) entraîne (1.2) avec 
r>2 dès que la fonction F admet une dérivée finie. 


5. Pour démontrer la partie négative du théorème 1, 
posons 


an=1/Vn logn. 


On a 
(5.1) Xa, <o,  Yak=co, 1<p<2. 
Soit 
(5.2) f(x) — X ancosa!a, F(x)= > „sinn! 
22 2 
D’après (5.1) on a fel?. D'autre part 
s t 
(5.3) A(F, x,t) =—4 NS sinn! 'z sin?n!; 
m—1 


Aon n em j sin mta] sin?m! — SC 7" sin nial sin?n! 


— yas ! = |sin n! m Amn— Bn— On 


m+1 


Hs 
> 


3laP> An—3Bn— 30 On 


2x 2m! 
|A(a,t)'t at > Tata, PE? at 
po , 
" 0 m 1 m! 
2 m! 2/m! 
ja o 
m Mm! mim! 
2/m! Y 
— E di {I ETT e 
On à 
2/m! 
(5.4) eS ; [sin wielt, [sinêmi CT dtz yas |sinm!a[ 


1/m! 
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où 
1 
a= [sinte a. 
12 
Or, comme 
2/m! 
ENT, 
RE = Pa 
Vm 
1/m! 
ou bien 
(5.5) Is<4m 22 
et 
2m! 
(5.6) 3/2 


4 p 
I< ren t item ^. 
1)! i 
E Wan (m+ ) 
Les inégalités (5.4), (5.5) et (5.6) donnent 
2x 
ff A"(,t)t ? dtz XAsin?m!z a5, —C Sm °” 
0 m m 


et tout revient à démontrer que l'on a presque partout 
(5.7) Aaf, sin luet, 


ce qui résulte facilement de l’inégalité (5.1) et du fait bien 
connu?) qu’une série 


Z'ovcos x, Aal Ne2<oo 


converge presque partout. 


6. Le théorème 2 est une conséquence facile du théorème 
sur la convexité des normes des opérations linéaires de M. M. 
Riesz ?"*) L'expression U(f,x,h)—A(F,æ,h)h ',(F'=f), con- 
sidérée pour 0<x<27, O<n<2rz, est une opération linéaire. 
D’apres le lemme 1, on voit que 


2x 2x 27 


(6.1) TT [và(f, o, asatogt ^ |" os f Par]? 
0 € 0 


avec C, indépendant de e. 


2) Zygmund 5, avis) Riesz 3. 
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D'autre part, lorsque la fonction f est bornée, la fonction U 
l’est aussi et on a 
2n 2n 


US Ur 
(6.2) lim d [1T t,£, t| dz dlogt "| < 2max [f]. 
Ae 


L'opération U étant définie pour feL? et feL”, elle peut 
être aussi définie pour tout r, 2<r<oco. On a done 


2n n 1 
(6.3) n if U'(f,#,t)t "ax dt<C,]|fl'az. 
0 t o š 


C, étant indépendant de e, on en déduit le résultat demande. 


7. La démonstration du théorème 3 est basée sur le suivant 


Lemme 3. Soient 


f—2'(arcoskx+bssinkx), ` Tel, p>1. 
1 
(7.1) 


21-1 
4,(f,2)=A,(æ)= A (a;jeos iz4- b;sinie). 
On a g 
2n 1 27 
(7.2) Ap (24) ax < f fan < B, | (24 
HECK 0 onim 


Ce résultat est connu, il est dû à MM. J. LITTLEWOOD et 
R. PALEY 8), 


Nous utilisons encore le 


Lemme 4. On a pour tout polynôme trigonométrique S 
d'ordre n au plus 


: 27 2a 
(7.3) [18 Var af |S)Pan. 
0 E 0 


Ce lemme est aussi connu, il est dû à M. A. ZYGMUND 4). 
Enfin nous appliquons le 


8) Littlewood et Paley 1. 
4) Zygmund 6. 
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Lemme 5. Soit 
f(æ)=a0/2+ A (as cos kz-1- basin ka), 
$,5—4a9/24- » (as eos ka b, sin ka), 
1 


fiel md: 
On a 


2x 27 
(7.4) f ISl do «A, f. de, 
0 0 


Ce résultat est di à M. M. Riesz 5). 
8. Nous allons maintenant démontrer le théorème 3. 
D’après le lemme 3, on à 
2x 2x s 
| AB, 2, dez f (244, 2,0) da 
0 0 


2z 27 an 2x 


[Jan "> | f (24 doits 
0 0 0 0 


Zar sd 
D [da] A? di 
v 0 tc) 
ou bien 
2z 2n 24 
(ER ff / APCE, x, t)t ? de at > fi de E2 f 4%(4,,0,), 
0 27 v—1 
où 
Diner One 
On a 
Lae rs RES b 
4 Ausinum— by COSU . à On 
2,4,2,0,)= > TROU Ea e sindu > - 
2" 
Gym 


Lorsque x croît de 2" jusqu'à , l'expression 6,/2 croît 


aussi de 2"7'0, jusqu'à 2"0, et l'on a 


i Sud, <1. 


5) Riesz 4. 
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Posons sin?40,/|2— ĝu. La suite A. est done croissante et 
Von a pour 2’<u<2”*', sin'1 A,«sin 1. 
Posons 


n n 
SS uae — bu eos DP y pude pou sinuz—b,cosumc _ 
À E IS 4t ny u 


24 2% 


En appliquant la transformation d’Abel et l’inégalité de 
Minkowski, on trouve 


gu+i_o 
il al 
O5v41 1— 2 Su (+ == pes St ame 


2v+1 a 


27 
z /p 
fer da xc be If sal” aa) B 
2 Au Àu4A P 


A D 1/p 
+ ul an da) : 
0 


L'inégalité (7.4) donne 


! 1/ A 1/p 
(Tas < 45] [Aan], 
0 0 


ce gui porté dans (8.1) donne 


27 2x 


(8.2) / ij A? F,a,t)t? dt A2"? fi o,» Bd, 
oü A désigne une constante positive. D'autre part, l'inégalité 
(7.3) donne 
27 1 
f af, aoc t | [osa] din, 
0 0 


ou bien en vertu de (8.2) 


2z 2x 


ji Jar, qi) tons wasa X [tides [na 


ce qui, d’après. (7.2), achève la démonstration du théorème 3. 
Rocznik Pol. Tow. Matem: T. XVII. 4 
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9. Il est très probable due le théorème suivant subsiste. 
Soit F(x) absolument continue, F(0)=F(2x), F’=f. Posons 


27 
g(z)— ji A(F,x,t)t at. 
0 


On a pour tout p >1 


27 27 27 


A] g^de« f |Paz<B, f j'a. 
0 0 0 


Si ce théorème est vrai, sa démonstration est probablement 
beaucoup plus difficile. 
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QUELQUES THÉORÈMES SUR LES SÉRIES 
ORTHOGONALES LACUNAIRES 


Par J. MARCINKIEWICZ, Wilno 


1. Dans une note récente!) j’ai démontré le 


Théorème 1. Soit {p,} un système orthogonal et normal 
dans l'intervalle (0,1) vérifiant la condition 


1 
(1.1) lim sup f lo, Je dx > 0. 
noo 0 


Il existe une suite (nj) telle que la convergence presque pur- 
tout d'une série de la forme 


(1.2) Jae (2) 
i 

équivaut à Vinégalité 

(1.3) da «oo. 


Dans une autre note?) j'ai amélioré une partie de ce théo- 
réme en démontrant le 


Théorème 2. Sous la condition (1.1) il existe une suite {ni} 
telle que la relation 
n 


(1.4) lim inf Y a;p, (a) > —oo 
no 1 t 


verifiée presque partout entraîne (1.3). 


1) Marcinkiewicz 2, cf. aussi Marcinkiewicz 3 et Menchoff 5 et 6. 
2) Marcinkiewicz 4. 


4* 
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La démonstration que j'ai donné pour ces théorémes est 
trés longue. Le but de cette note est de les démontrer d'une 
façon plus courte et plus simple. Ma nouvelle démonstration 
sera basée sur le 


Théorème 3. Sous la condition (1.1) il existe une suite {ni 
telle que Von a pour des nombres a,,05,a5,... arbitraires 


EN pere 
(1.5) A(yan” < [Yan (n'as (Sas (0<p<2), 
0 


où À désigne une constante positive 3). 


2. Lemme 1. Soient (o,) le système orthogonal et normal 
de M. Walsh), {ni} une suite de nombres entiers telle que 


(2.1) ls 
et f 
(2.2) 130,05 
une fonction de la classe LP (p>1). 
La serie 
2v+1 
(2.3) DA; A= > oo, 
v 2v_1 


converge presque partout et on a l’inégalité 
1 1 1 > j 
(2.4) Ap f (EAS) Mee B, f (z45)" 
0 0 0 


où Ap>A dés que §<p<2. 
Ce résultat est connu, il est dû à R. PALEY 5). 


9. Lemme 2. Soit 
1 1 
(3.1) Jleldr>4,  fydr<t. 
0 0 


3) Une inégalité analogue pour p>2 a été considerée par M. S. Ba- 
nach. Voir Banach 1. 
4) Walsh 8. 5) Paley 7. 
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On a pour toute suite {a,} et tout p<2 
1 
(3.2) (Da) * 4477 | (Za,y,)P”. 


0 


Nous pouvons supposer évidemment  Ya?—1. Posons 
o?= Ya?y? et désignons par A et B les ensembles dans lesquels 
on a réspectivement o1 et o<1. On a tantôt |A|>4?/4 tantôt 
|A|<A?/4. Le premier cas est banal. Dans le deuxième on a 


1 4 ; : 
fae <$ fva ae)" +141", 
d'où Pon déduit ` : 
[và de>4?]a, 
B 


1 


[orrao> forded [ada = Xa? [dez A4, 
0 B B B 


ce qui démontre le lemme. 
Maintenant nous pouvons démontrer le théoréme 3. En 
changeant les notations, on peut admettre que l'on a 


1 
(3.3) [le] da=24. 
0 
Soit 
P, =a, , Wu: 


Posons me D, n,—1 et désignons par m, un nombre satis- 
faisant à la condition 


(3.4) J'ai, ata. 


Supposons 47/,55,..."»; et m3i,ms,...m, définis. Ohoisissons 
pour #7+1 un nombre assez grand pour que l'on ait 


Mr 


(3.5) D lame vel SLA ANAN mun, 
1 
et ensuite pour meja un nombre satisfaisant aux inégalités 


2/P 1 
(3.6) meka > 2M} Due [4,4] JANG 


M pty 


54 J. MARCINKIEWICZ 


On a 


my 4 my 


Pr =D tya Pit D nn oe Dia, ua mt eto 


my 131 my] 
où 
1 


1 
(3.7) ESS 2i y ed A47; y ly,|dæ>4A. 
0 0 
Soit ?/ <p <2. On a 
1 n ip 
(SX ap, l'a > 
On n 
Pn i p 1/p In p 1/p SUR p 1/p 
Sib a,y,| da) AG a,e,| da) sl 4,0, da) =I,—I,—I3. 


D’aprés (2.4) et (3.2), on a 234» Ars” où s= Sai. 
L'inégalité (3.7) donne Is«[A54"]"s^/16 et I-A, 4" s" [16, 
ce qui entraîne 


ia [taal Sea" 
0 


Le théoréme se trouve démontré pour $<p<2. Soit done 
p<. Désignons par A et B les ensembles où Day, (a) 21 


et Jap, Lost, Lorsque [A]>u, on a fe "dazu (o— Xa,g,)- 


Dans le cas contraire, on trouve 


ii oido | + | <wih+ [oP da; f oèh dest, 
on ANNEE B 0 


d’où 
1 
for dat — u >e/2 


0 
et il en vient dans tous les cas 


1 
for da >c/2. 
0 
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1 


L'inégalité Tends) étant évidente, il en résulte le théo- 
0 


rème. En s'appuyant sur ce résultat, on peut démontrer le 


Théorème 4. Sous la condition (1.1), on peut choisir une 
suite (gy, y telle que l'on ait pour toute suite {ai} et tout ensemble A, 


|A|>1—e, 
2, p/2 
(3.8) [Sain 20 Za. 
A 
En effet, en supposant l’inégalité (1.4), on a 
1 
[\Xaign|Pdo= f — [> Ap(Sa})—|CAl?"(Sa?)””. 
A 0 CA 3 
4. Maintenant nous pouvons démontrer le théoréme 2. 
Soient {Pn} les fonctions choisies dans le théorème 3. Sup- 
posons (1.4) verifiée et 
D'a=00. 
Il existe un nombre M tel que la relation 


Z'aipn{(®) >—M e 


est vérifiée dans un ensemble F, |CE|<e,,e, étant le méme 
que dans le théorème 4. On a 9) 


Tëlde f\s.+M+M<[8,+2M=24+ Sarg, 
E E E 


où S,= La Png i= || Pn (2) dv. 
E 
Or, de la relation ZE<1 on conclut facilement que 
e v Y, 
Jis1dæ=0 (2e), 
E 1 
ce qui est en contradiction avec (3.8). 


$) Comparer Zygmund 9. 
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. Le théorème 1 résulte du théorème 2 et du lemme 1. En 
effet, le théorème 2 montre que (1.2) entraîne (1.3). D'autre 
part, posons comme dans le lemme 2 Pn, = Er + Pot 0»- L’ine- 


galite (1.3) entraine 
d'a nel’, 


d’où résulte d’après le lemme 1 la convergence presque partout 
de la série 
EC 


La convergence de la série Jaye» étant évidente, il reste 
à démontrer la convergence de la série Xavo», mais elle ré- 
sulte immediatement de la relation 


Sl da <oo. 
0 
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BINARE MATRIZENFORMELN 
FÜR DIE CLIFFORD-ZAHLEN!) 


Von DUWID WAJNSZTEJN, Kraków 


1. Wie bewusst gibt es binäre (komplexe) Matrizen, die 
als Formerln für die Quaternionen gelten dürfen 2. Es ent- 
steht die Frage: 

Darf man für die Clifford-Zahlen mit 2" Einheiten binäre 
Matrizenformeln im Gebiet der Clifford-Zahlen mit 2"? Ein- 
heiten bauen? 

Dieser Frage, die zu bejahen ist, widmen wir die Note, 
In unseren Erwägungen benützen wir die Resultate aus un- 
seren Noten: 


[I] Über die Clifford-Lipschitzschen hyperkompleæen Zah- 
lensysteme 3). 


[II] a-Matrizen und Clifford-Zahlen $). 
Diese Noten werden im weiteren mit den Zeichen [I] bzw. [II] 
zittiert sein. Wir behalten alle Bezeichnungen aus diesen Noten. 


2. In [I]. $ 4. haben wir einen hyperkomplexen Zahlen- 
system mit 2” Einheiten 


(1) Ey, Es, Es, ..., Ban 
untersucht. 

Statt der Einheiten (1) darf man 2" Clifford- Zahlen 
(2) i Uu ?]o3 +++» Non 


1) Diese Note wurde im Seminär des Herrn Prof. Dr W. Wilkosz verfertigt. 

2) F. Klein: Vorlesungen über die Entwicklung der Mathematik im 
79. Jhd. I. S. 190. 

3) Annales de la Société Polónáiad de Mathématique T. XVI [1937], 
S. 65-83. 

4) Ann. de la Soc. Pol. de Math. T. XVI [1937], S. 162-175. 
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als Grundeinheiten wählen 5), wo 


iW +4, s E. gts EO, on Lyn 


ml aa "Tëscht on 
(3) 


Non — Qn. E, um m m gn 
. (ax reell) mit der Bedingung: 


(4) Det [ara] +0. 

Auf Grund der Multiplikationstafel [I] (30) und der For- 
mel [I] (47) haben wir 

E =+F,. 

Wir wählen als neue Grundeinheiten (2)die Clifford-Zahlen 
(5) 81, Ban G3, ++. Ban 
für welche die Zahlen ax aus (3) durch die Formeln 

ax—0 für i+k 

(+1 für HRB 
H |—31 für E= Ei 
bestimmt sind. 

Wir haben die Formel 
(7) e; — Ei. 


Man sieht leicht ein, dass man für die Einheiten (5) eine 
Multiplikationstafel auf folgender Weise erhält: 

Man bildet eine a-Matrix €, die in der ersten Kolonne 
die Einheiten (5) besitzt. Links der Matrix schreiben wir die 
erste Kolonne und über der Matrix schreiben wir die erste 
Zeile, so erhalten wir eine Multiplikationstafel für die Ein- 
heiten (5): 


(8) 


5) S. Zaremba: Aryimetyka teoretyezna, S. 746. 
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Der Zahl 
(9) £ — A, 8, + Ay Cat ... -]- Agn Con 
entspricht die a-Matrix, die in der ersten Kolonne die Zahlen 

035 lay (13; +++) an 

besitzt. 

Wir fügen noch die Bemerkung hinzu, dass bei Clifford- 
Zahlen mit vier Einheiten (also bei Quaternionen) der Iso- 
morphismus 


(10) e~1, 857i, 657 j; e,— k 
gilt. 

Wir haben die Gleichheit 
(11) E—6* 


wo Er die zu 8 transponierte Matrix ist. 6 ist es die Matrix, 
welche unter und rechts der Geraden in [I] (30) steht. (Man 
vergleiche [Il]. 6.). 


3. Aus (7) haben wir 
e; — E; — Ei E; — EAE; =E; 

Die a-Matrix welche der Zahl (9) zugeordnet ist hat die 

Form 
[aa 05,15 daran Aan- Ay", all 
wo aji; dieselbe Bedeutung was in (6) hat. 

In Zusammenhang mit unseren Erwügungen aus [II] $ 3. 14. 
werden wir eine der Zahl (9) adjungierte hyperkomplexe Clifford- 
zahl einführen. Diese Zahl bezeichnen wir mit z, und erklären 
sie durch die Formel 

i Z= 040 H- door 
(12) + 4gn—185n—1 — dal Bann Ugn—1 4-9 631—143 — ... — agn egn. 


-Der Überlegung aus [II] § 3 nach, gelten die Formeln 
(13) si + «Q — (20 +20), 
(14) 20.29 — (20. 20), 


wo (20 +20), bzw. (420), die der Zahlen 20 +20 bzw. 20.20) 
adjungierte Clifford-Zahlen bezeichnen. 
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4. Wir beweisen den 
Hauptsatz: Bezeichnen wir mit 
(9.a) 21 = a181 + 4985+...4 a5n—185n—1 
(9.b) £9 — Mgn—14 18, Agn—11 084+... on 65n—1 


und bilden die binäre Matrix 


(15) ines 
so gibt es ein Isomorphismus zwischen den Zahlen (9) und den 
Matrizen (15). 


5. Wir beweisen, dass die Matrizen (15) ein hyperkomplexes 
System bilden. ; 
In der Tat (den Formeln (13) und (14) nach) gilt: 


(Ph GO Ven, (En EEEE CPRH, 
[29 EA — 209) 2e 1240 — 2 2) me 2) 

P+), KA, 
— |—(«Q +2) (20 +29) 


(2), (20) 


— ski eo 


(209), Lei, 


E 2) 20 


un PDP, IM +) 
2002), —220), —2D(22)), + 22) 
(2°29) —20( aan CE SECONDE 
IH, (a) | 
Also 


die Summe und der Produkt von zwei Matrizen (15) ist wieder 
eine Matrix der Gestalt (15), W. z. b. w. ` 

6. Wir werden zeigen, dass es ein Isomorphismus unter 
den Clifford-Zahlen (9) und den Matrizen (15) stattfindet, 
indem die Matrizen 


(ej), 9 
CH 
der Einheiten e, bzw. 6), 1,,, isomorph entsprechen. 


0 (e). 


OA La) 
—e, 0 


bzw. 
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Zum Beweis benützen wir die Multiplikationstafel (8) und 
einige Formeln aus der Arithmetik der Clifford-Zahlen. 


7. Das Element der Matrix ©, welches auf der Kreuzung 
. der i-Zeile und k-Kolonne steht, bezeichnen wir mit e;,, das 
Element dagegen, welches auf derselben Stelle in der Matrix 6 
[I], (30) steht, bezeichnen wir mit e;;. 

Aus (11) haben wir 


(18) Ek? 
Es gili die 
Formel Ia: 
(19) SEN 1,214; = — sgn 61,; (0<i<2"?). 
Diese Formel ist nach (18) der Gleichheit 
(20) SEN ann ED E (0<i<2"?) 
äquivalent. 


Wir kommen auf den Beweis der Formel (20): 
(605) und 6°” sind a-Matrizen und 


SQN 61 4—8gn CH. SA (0<k<2” ”) 
deshalb gilt die Gleichheit 
(21) Sgn 6,1 = SEN CH. ap (0<i<2"?). 
&" und (8®) sind a-Matrizen und - 
Sgn 61,1 = SEN 61,14 y UE EE 
also 
(22) : Sgn ej, 2"—1 = Sgn 6j9^-1.13 (0<j<2""'). 


Aus (22) und (21) folgt 

(23) sgn ei — S80 6,241 (0<i<2"”). 
Aus EP ën folgt 

(24) sgn £5, — —8gn ej, (0«j«2" 7). 
Aus (23) und (24) folgt 

(20) sgn €9—,,; = —8gD 6; DES Seel 
Aus (20) und (18) folgt die Formel Ia. 


62 D. WAJNSZTEJN 


8. Es gilt die 
Formel Ib: 

(25) SEN 61, 20—l , n—? = SON GG (0<i<2"”). 
Nach (18) genügt es statt (25) die Formel 


(26) Sgn gan 151? i= SON Cg” 244.3 (0ci«2" 7) 
zu beweisen. 
(809) und 8? sind a-Matrizen und 


SEN Co"—241,4=—SENCg"—24 1 9"-24, — (0c k«2" 7) 
deshalb haben wir die Gleichheit 
(27) sgne Zj Ber Zuse —— (0«i«2" ^) 


6® und (69) sind a-Matrizen und 


Sgn €1,,— Sgn E). aLL (0 <<) 
also gilt | 
(28) sgn ej o"—!= sen ej ly] (0<j <27). 


Aus (27) und (28) folgt (indem wir in (28) j=2" ` Lë setzen): 
CR SEN eg —? 1— —8gD eat al 
Aus é9 — 6 folgt 
24) seneni, += — Sgn €ej5n—1 1.1 (0—j«2"-!). 
Aus (24) und (29) (indem wirin (24) j =2" ct setzen) folgt: 
(26) sgneg—?,,,—sgner-14g-*ui — (0ci«2" ^). 
Aus (26) und (18) folgt (25). 
9. Wir benützen die Formeln (19) und (25) und beweisen die 
Formel II: 
(30) z= 2y--65n—. (25). 


wo 2, 2, und 2, durch die Formeln (9), (9.a) und (9.b) erklärt sind. 
Es genügt augenscheinlich die Gleichheit 


(31) 85—1 = 5^1, 1(€7) (0<1<2" 7) 
zu beweisen. 
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€ ist eine a-Matrix, deshalb gilt 
GP GO, 
Daraus folgt 
(32) 851—112, u=— Og 2" 14, (O<A, u un): 
Setzen wir in (32) A=1, so haben wir 
(33) Gal a = Cy ata (0<u <27). 
Aus der Multiplikationstafel (8) folgt 
(34) ` Bareer (SEN 61 y) -Gu = (Sgne:, x) Bari Eu 
(0<u <27’), 
(35) uote ` (SEI 63,371.44) Battu = (SNE, 31.) Bar 
(Our): 
Die Formeln (34) und (35) teilen wir jede in zwei Gleich- 
heiten | 
(34.2) Baies (Sgn @1,;) : Eon— 14 + €; 
(34.b) @gr—144,9n—24 j= (SENG, gaji) Bar Aur 65072. 
(35.a) Can iji — (SEN ez, E 
(35.b) @,9n—149n—2 , j= (SNE, on! 4 gn—2 4 ;) Gan pani 
Aus (33), (34.a) und (35.a) folgt 


(0<i<2”*) 


(36.2)  (sgnei,) @2"—141 P= — (SEN @,,9"—14) 63-1... 
Aus (33), (34.b) und (35.b) folgt 
(36.b) (SQN ën ail Conti 6020—24 = 
= — (Sgn &1,9" 1] or 2, ;) 69n—1 | 9n—? | 
Aus (19) und (36.a) folgt 
(37.a) 8,n—144 - 6j— 651-14; (0<i<2"?). 
Aus (25) und (36.b) folgt 
(37.b) 891—114: 571—?. 4; — on lyon}; (0<i<2"). 


Fassen wir (37.a) und (37.b) zusammen indem wir (12) in 
Acht nehmen, so erhalten wir (31). Daraus folgt die Formel II. 
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10. Es sei 

(38) E= a, 6; + ag Bel dent Bani, 
Wir beweisen die 
Formel III: 

(39) 651—116 =b 020—141. 


Augenscheinlich genügt es zu zeigen, dass 


(40) 651—1.,., 62— (67), Bani (0-2«2"7) 
(40) teilen wir in zwei Formeln | 

(40.2) 651—t,,-6/—(0/)« Gang (0«ci«2" 7) 
(40.b) | €91,43: Bet i= (892 ;), 09714, (0«i«2" 7) 


und beweisen diese Gleichheiten: 


Der Multiplikationstafel (8) nach (und nach der Bemer- 
kung, dass sgn@,;=1, 0<o<2") sind die Formeln (40.a) und 
(40.b) den Formeln 


(41.2) (sgn 01,4) Ba" —1--1,,— (SEN @1,2"—141) 6/5271.) 
(41.b) (SEN @222—24 E D 9n—? |, — — (sgn 61,5^—1.,1) Batti 


üquivalent. 
(€ ist eine a-Matrix, deshalb folgt nach [I], (9), dass (41.a) 
und (41.b) den Formeln 


(42.2) (sgn @1,;)-(Sgn e»^—t..,;) = (sgn @12"—141)(sgn 6; 2"—141), 


(42.b) (sgn 81,272 ,;)(sgn @p"—14 1.9824 )) = 
== — (sgn @1,2"-141)(sgn 85^—? ;, sala) 


äquivalent sind. 
Aus GETT folgt 


6; 2l k = Bali, k. 
Setzen wir i=1, k=1, so haben wir 
(43) ez anla —— 831—144. 


Aus 
Sgn 65n—1.,,,—1 
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und (43) folgt 
(44) Sgn eo. 
Setzen wir (44) in (42.a) und (42.b), so erhalten wir 
(45.a) (sgn 61, ;)(sgn 620—141, ;) = —sgne; 27-111, 
(45.b) (eeng ap St Baal = Sgn egn? 27-111, 


Statt der Formeln (45.a), (45 b) genügt es nach (11) die 
Formeln 
(46.a) (sgnen)(sgne, 2”—141) = —8gn eoni, i; 


(46.b) (egenen ët gar 4, 2? 141) = SgD 091.11 977. 1, 


zu beweisen. 


In & gilt 
Sgn er =] (0<o<2”), 
deshalb folgt aus 8% —— 8” 
(47) Sgn égr—14,=—1 (0<A<2""’). 


Aus (47) folgt, dass die Formeln (46.a) bzw. (46.b) den 
Gleichheiten 


(48.a) Sgn €; 1— SEN 6,20 lt 
bzw. (0<1<2"") 
(48.b) SEN Ear2, 1 — — SEN €9—? |j 9n—1,, l 


äquivalent sind. 
Die Formel (48.a) haben wir schon als Formel (23) bewie- 
sen, die Formel (48 b) dagegen haben wir als (27) bewiesen. 
Damit ist (39) bewiesen. 
11. Wir kommen zum Beweis des Hauptsatzes: 

Sind den Clifford-Zahlen z® und #2 nach (15) Matrizen 3 
und a zugeordnet, so folgt aus (16) dass der Clifford-Zahl 
28) — 20) + 2) 

die Matrix 
3%=30+30 
zugeordnet ist. 
Wir beweisen noch, dass der Zahl 


(49) 24) — af. 22) 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII. 5 
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die Matrix 
(50) 39239 : 32 
zugeordnet ist. Wir berechnen die Zahl (49): - 

Aus (30) folgt 
(51) -© 2 9— (APH Oya (0),) (22+ Cg ga) = 

| =D en, (D) qt Opn 1, (20) 422) + 
i Hoya (E) On (AP). 

Aus (39) und (51) folgt 

(52) ale). all + En ADLER (AD) (28 a+ 
Hoya, 


Aus 
(53) (809—141) =— 8; 
und 
(54) (2,). —2 


. für eine beliebige Clifford-Zahl z ((54) folgt unmittelbar aus 
der Definition der zu z adjungierten Zahl (12)) und (52) folgt 


(55) eA IND (Do 1 SI, 
Aus (55), (30) und (15) folgt, dass der Zahl 2? die Matrix 

(2022 a 20 (20) )e (DP 20 (22), Ju 

left LADEN), (200299 NE) 


zugeordnet ist. Das ist aber nach (17) und (50) die Matrix go. 
Damit ist der Beweis des Hauptsatzes zu Ende. 


SUR LES FORMES QUE DOIT AVOIR UN VASE QUI, 
PLONGÉ DANS L’EAU, LA PARTIE IMMERGÉE SOIT 
. UNE FONCTION DONNÉE th DE LA HAUTEUR TO- 
TALE & DU VASE i 


Par C. POPOVICI, Bucarest 


Ce mémoire est consacré au sujet que j'ai eu l'honneur 
de traiter devant la Société Polonaise de Mathématique, 
à PUniversité Jagellonnienne de Cracovie, dans une de mes 
conférences que j'ai faites, sur l'invitation de l’illustre et vé- 
néré maître M. Stanislas Zaremba au mois de Mai 1938. 

Le but suivi dans ce mémoire est celui de montrer, par 
un exemple intuitif, intéressant en lui méme, qu'il existe des 
problémes de physique mathématique qui nous fassent voir 
que l'équation 


(1) f Z0, 8(9)dy— Q(v) 


c 


ainsi que l'équation 


(2) S(z)-- f Ziz, y) S(y) dy— Qo) 


où le noyau Z(z,y) peut être, si l'on veut, continu et ayant 
des dérivées de tout ordre voulu, peuvent admettre,dans des 
cas assez généraux pour Z, une infinité de solutions pour la 
fonction inconnue S. 

Cela arrive lorsque le noyau Z(z,y) n'est pas doté, dans 
Pintervalle d'intégration, par une méme expression analytique 
d'un côté et de l’autre d’un cylindre y—zi(2) =a. 

Dans ces cas nous dirons que Z(az,y) est un noyau raccomode 

5* 
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Nous verrons d’abord, par des simples considérations in- 
tuitives, sans faire aucun calcul, la nature et la puissance de 
Pensemble des solutions; ensuite nous emploierons des me- 
thodes analytiques et surtout graphiques pour construire les 
solutions et voir dans quelles conditions il existe une solution 
unique. : 

Nous verrons que l'explieation du fait qu'il existent une 
infinité de solutions et cela méme si nous ne considérons pas 
comme distinctes deux solutions 8 et s telles que 


[ts —sty)lay=0 


réside dans ce fait, que les équations (1) et (2), tout en gar- 
dant l’apparence d’être des équations ordinaires de M. Volterra, 
elles déguisent, si le noyau est raccomodé, des équations que 
nous avons appelé „integro-fonetionnelles“ et dont nous avons 
démontré qu’elles admettent une infinité de solutions. Dans 
Padmirable et récent traité „Theorie Générale des Fonction- 
nelles“ de M. M. Volterra et Pérés!) ces célèbres auteurs ont 
introduit un chapitre spécial à ce sujet dans lequel se trouve 
une partie de nos résultats !). 


Démonstration intuitive 


Supposons que Pon a trouvé une solution particuliére. 

Supposons pour fixer les idées que la forme du vase, ou 
d'une figure en planches de bois, nous voulons qu'elle soit 
une surface de révolution, et soit la courbe ci tracée AO une 
courbe méridienne qui nous fournit une solution, alors, on se 
rend compte, surtout si l’on considère la densité o constante 
pour toute planche S(y)dy, dont S(y) est la surface d'une section 
à la hauteur y du fond du vase, que notre probléme est un 
probléme de similitude et que, si par exemple a,(2)—2«, alors 
en coupant la figure par un plan horizontal, la nouvelle sur- 
face flottante, devra, par l'énoncé du probléme, rester plongée 
aussi deux tiers de sa hauteur dans l'eau. 


1) Editions Gauthier Villars 1936. Voir notamment pp. 209, 210, 
212, 214, 219, 346. 
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On se rend aussi compte, par un bon sens de la nature 
des choses que, à toute courbe méridienne AO à tangente 
monotone, correspond une infinité de courbes méridiennes 
ondoyantes ABO qui doivent satisfaire à notre problème. Au 
point de vue pratique on n’aura peut-être jamais besoin de 
construire de tels vases, au point de vue esthétique, si l’on veut. 
En tout cas un grand constructeur s’est amusé à construire 


de pareils jouets; c’est le plus immortel des géomètres, le bon 
Dieu lorsqu'il a construit la coquille de l’escargot. Ces co- 
quilles sont des surfaces helicoïdales qui répondent à certaines 
données de notre problème. On voit ainsi que ce travail est 
un hommage rendu au plus illustre des géomètres. 

L’ensemble de ces courbes méridiennes ondoyantes aura la 
puissance € du continu et cela pour chaque rapport donné 
entre la largeur et la hauteur donnée œ du vase. 

Mais l’ensemble total des solutions, pour chaque hauteur 
et largeur données du vase, à la puissance plus grande. Elle 
peut être représentée par un nombre transfini F—CC qui re- 
présente la puissance de l'ensemble des fonctions arbitraires 
continues et discontinues. En effet rien ne nous empêche de 
eonsidérer une figure constituée par des planches constituées 
par des innombrables cercles concentriques, dont le diamètre 
varie d'une manière discontinue. Par exemple les planches 
paires différent comme diamétre des planches impaires d'une 
fonction donnée g(y) qui tend vers zéro en O et en A. 
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Étude analytique du probléme 


1. Désignons, comme plus haut par S(y) la surface d'une 
seétion horizontale à la hauteur y du fond du vase. En ap- 
pliquant le principe d’Archiméde, on voit que la fonction S(y) 
doit satisfaire à une équation intégrale de la forme 


(1) ECOLE OR 
0 


l—o(zs,y) pour 0<y<x,(x) 


(a) Za,y)= 
IT omy) pour mla)<y<a, 


o(x,y) étant la densité sectionnelle de S(y); c’est-à-dire sa den- 
sité moyenne, en tenant comte du poids fixe: carcasse, ma- ` 
chines ete. (ou la densité de la planche respective du bois), les 
poids mobiles rentrant dans p(x). On néglige la densité de l'air. 

.En vertu des considérations intuitives exposées plus haut 
on s'attendra à trouver une infinité de solutions pour la fone- 
tion inconnue S(y) et que la puissance de l'ensemble de ces 
solutions soit celle des fonctions arbitraires, s'il s'agit des solu- 
tions continues.et discontinues et celle du continu s'il s'agit 
des solutions d'un seul trait. On verra en effet, par voie ana- 
lytique et par voie graphique, en construisant ces solutions, 
que cela est vrai. De cette manière notre exemple sera une 
vérifieation de plus de la feconde vérité, dont M. Zaremba, 
avec sa haute autorité scientifique, attire l’attention que: 
Vintuition physique jette souvant des lumières sur des pro- 
bléme les plus délicates de l'analyse mathématique. 


2. Nous allons voir que l’équation intégrale (1) admet une 
infinité de solutions et cela indépendamment du fait que le 
noyau Z soit continu!) ou discontinu. L'infinité des solutions 
est précisée dans ce sens que nous ne considérons pas comme 
distinctes deux solutions S et s telles que: 

(2) JIS) —si)]ay=0. 


0 


S 1) Nous verrons plus loin que le noyau Z peut être continu sur la ligne 
de flottaison, le probléme d'hydrostatique tout en gardant un sens physique. 
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En effet l'équation intégrale (1) peut s'écrire sous la forme 


x(x) 


(3) l S(y) dy— [et St) dy p(a) 


. qui est une équation du genre que nous avons appelé intégro- 
fonctionnelles. Elles admettent une infinité de solutions, comme 
on peut le voir par exemple en prenant la densité fonction 
de z seul. Alors (3) se réduit à 


(3) — V[a(2)]—e(z) V(z)—p(z), V(a)— Të) dy 
0 


ou si la densité ne dépende pas de la hauteur z du vase, alors 
en dérivant (3) on a 


Lä") ax(a) S [2,(2)] — (a) S(x)=p'(x) 


qui sont des équations fonctionnelles et qui admettent, comme 
nous l'avons montré, une infinité de solutions !), distinctes 
dans le sens (2), parce que la solution générale peut étre prise 
„ad libitum“ dans un intervalle, . °% (x°). Nous voilà donc 
obligés de traiter, pour notre probléme et comme premier 
ehapitre des équations intégrales (1), le chapitre qui suit. 


Équations fonetionnelles 


3. Les équations (3') et (3") ont la méme forme. Com- 
mençons par le cas le plus simple zj(z)— Am, o=4, p'(x)=0. 
Nous devons résoudre l'équation: fonctionnelle: 

(4) : S(Av) —S(z). 
Supposons que le vase doit être une surface de révolution. 


Soit z=2(y) la courbe méridienne, done S(a) — nes). On a les 
solutions 


(5) £(z)—Ox--k ov AA 2niz, 


done 2= =k+0 N A,cos na Li E HERR. i ; 
on obtient un cylindre pour C—0 et si C#0 une sorte de cy- 
lindroides à plis qui se serrent vers le fond du vase. 


1) Voir: Théorie générale des fonctionnelles, de M. M. Volterra et 
Pérés, p. 210 et 346. 
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Pour 2—0 (en espèce x—0 au fond du vase) z est indé- 
terminé, mais nous pouvons trouver des solutions de (4) en 
dehors de 8=k et qui prennent une valeur assignée k pour 
æ—0 et qui de plus soient uniformes et ayant des valeurs ré- 
elles méme pour z«0. Ainsi par exemple 


; ae 
ou 
ans Am P( Zeen 
(6^) S(O) 5 2) kak 
Se 1+Q@ (4x) C 


P et Q des polynômes arbitraires de dégrés p et q, p<2q—a 
et P(0)=1. 
4. Lorsque A/o=a=+1 alors notre équation fonctionnelle 


EW aS[x,(2)]=S() 

admet des solutions de la forme 

2 La S o1, L® e - Lo 
(7) S— 2 SE EE T Bysin 2ka zy 


(C, Ark, Br, arbitraires), parabolique pour A,=B;—=0. 

Pour z—0 ona S=0 si —La/L1>0 done p<1 et S—co 
Bi —La/ZA<0 done o > À (hyperbolique). 

Pourtant même dans ce dernier cas on peut avoir $—0 dans 
æ= 0, pour une infinité de solutions qu'on peut prendre de la forme 


ne n « 
(8) - Bo Ns ns ^ P(A E 
=. EQ) 
Aman cnet ES 
p et g les dégrés des polynómes P et Q, P(0)— 
Une autre solution sera 
La 
(8) S=cx 120(P,Q) 


où c est l’expression (6’) où l’on prendra k=0 si l’on veut 
S(0)=0 et 
a>—La/Li. 
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Prolongement fonctionnel 


5. Outre les solutions (5), (6) etc. qui dépendent d’une 
infinité de constantes arbitraires, nous verrons qu’il existe une 
infinite d’autres solutions dont la plupart ne peuvent pas étre 
dotées d’éxpressions analytiques. Ainsi notre équation (3’) 
ou (37) peut se mettre sous la forme 


(9) S(z)—a(a) Steis ail où ai er ns 


Les expressions analytiques des fonctions données a(z), 
w(x) et g(x) ne nous intéressent pas; ces expressions analy- 


ab ala) za 7 b ziel 
tiques peuvent exister, ou n'existent même peut être pas; elles 
peuvent être données par des graphiques. Il est évident que 
le problème a un sens et sa solution demande une réponse. 

Nous pouvons construire les solutions de l’équation (9) 
ainsi: Tracons dans un plan la bissectrice y—2 et la courbe 
y= (s). 

Construisons à partir d'une abscisse arbitruire a, par des 
parallèles aux axes, des marches dont les sommets s’appuient 
sur la bissectrice et la courbe tracée. 
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Les largeurs de ces marches seront: l’intervalle °w (x?) et 
d’un côté ses itérés 21(@9)22(@°)...2n(2%)2n+1(2%) de l’autre 
côté in all, al Af) OU All Ten [BO]. 

A chaque point é de l'intervalle °2:,(~°) corespond un point 
£,=4%,(£) dans l'intervalle z,(2°)æ,(x°). 

Allons d’abord construire les solutions de l’&quation (9) où 
lon suppose a=1, g=0; c'est-à-dire les fonctions périodiques 
en w(x): 

(10) P(æ)=P[2,(æ)]. 


Pour cela nous prendrons pour P une fonction (ou arc) 
arbitraire, dans l'intervalle äm, (x°). Pour tout point E compris 
. dans x°%x,(x°), on aura une valeur choisie „ad libitum“ P(£). 
Une solution de (10) (une périodique en x,) sera ensuite dé- 
. terminée dans tout intervalle 2z4,(29)24.,.,5(29?) ainsi: On pren- 
dra le point £j, itéré d'ordre +n de E construit en employant 
les marches comme nous avons construit z.4,(29). Pour tout 
point £i, on prendra P(£.,)—P(£), qui n’est que l'expression 
méme de notre équation (10). Faisons parcourir à & l’inter- 
valle °x,(x°), les &+„ parcourront les intervalles 2-.5(29) 9-5. -1(29) 
et P tracera un ensemble dares. Cet ensemble sera une solu- 
tion de l'équation (10). On voit que la solution générale de (10) 
dépend d’une fonction (ou arc) arbitraire. 

6. Par la même méthode graphique on peut construire les 
solutions de l'équation (9) par exemple si g(x)—0. Désignons 
‚pour abréger, quel que soit une fonction f(x), par fn l'expression 
frlw)=f[en(x)] Où Zus lf, L'équation (11) S—aS,=0 
c'est-à-dire S(æz)—a(x)S[æ(x)]—0 se résoudra ainsi: Tragons 
pour S dans l'intervalle initial ©%x,(x°) un arc arbitraire. Alors 
S, c’est-à-dire S dans l'intervalle z,(z9) z,(z?) sera déterminé 
et connu, on tracera dans cet intervalle et dans les suivants 


(11) 8,=S/a, 8,—8,[a4—8/a4,, ..., Sy Saa, ... An 
et dans les intervalles itérés négatifs a (2°) ++» D—n—1( ©) @—n(@°) 
on aura 
(TL) MS ESSI SY; S_2=a_1a_28,...)S_n= 414-2... dani. 
Si l’on veut tracer ces 8 dans le graphique, il faut con- 


venir que l’on ait choisi une unité de mesure, parce que nous 
avons des multiplications et des divisions 4 faire. 
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a étant par hypothèse connu partout, a+, sera la por- 
tion de la courbe qui représente a dans l’intervalle 
Lin(V°) Tan LO). 


7. Pareillement si g+0, on aura 


S= Se 
(12) 2 * S ea 
EE) DEE Së k 
Se E e ta) eg DE 
S_,=Sa_,+q ;;, 
a2) i-e 
Sabaya sb esee Bum + Ius 
hr 
(13) Te" = Q4... An—1y go 21 3} €—10=2...0—n. 


On voit que la courbe y=a(z) étant tracée sur la figure, 
S sera connu et construit successivement dans tous les inter- 
valles si S est tracé „ad libitum“ dans un intervalle initial 
laaf), 

Remarquons, que l'équation (37) n'exige pas p(0)—0 , quoi- 
que (37) est déduite de (1). 


Équations fonctionnelles d'ordre supérieur 
8. Soit l'équation - 
(14) Sata sa ar ane Belge) 


les a^(z) donnés. 

On peut construire les solutions en employant le méme 
graphique. On voit que. si, à partir d'un point arbitraire 7°, 
on se donne „ad libitum“ 8,81,...,Sn-ı c'est-à-dire S depuis z? 
jusqu'à e Aal, alors S, est déterminé par 


(14^) Sn=— X a^-*8, 


car le second membre étant connu, on connaitra S; c’est-à-dire 
S dans l'intervalle 2,(@°) æ:::1(#°). On le connaitra ensuite dans 
n+1(°) Taal?) ete., et par le même procédé dans les inter- 
valles négatifs. 
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Équations de dégré supérieur 


9. Soit à intégrer l'équation 


(15) gLo(z)]— R[2, oa) 


R étant un polynôme de dégré r en y. On peut employer 
le méme procédé graphique. On prendra pour » une fonction 
(ou arc) arbitraire dans un intervalle æ°x,(æ°) avec a? arbi- 
traire. Alors 9,(2)=pl2,(2)] c’est-à-dire 9 dans Vintervalle : 
la Laaf) sera connu par l'expression même de notre équa- 
tion fonctionnelle: 


ms lä, ol et ensuite 


15 
mo gy Hin, Past. Pn =R[%-1, Pn—4]. 


Pour faire le prolongement fonctionnel vers les itérés né- 
gatifs nous écrivons (15) sous la forme 


(157) l p(«)=R[#-1, p-1] 


et remarquons que, p(x) étant donné dans un intervalle zën, (ot), 
Péquation (15’) nous donne r racines de g 1 c’est-à-dire r 
branches, en d’autres termes 7 solutions de o dans l'intervalle 
£99 -1(29). À chacune de ces solutions correspondront aussi 7 
branches réelles;ou imaginaires 9-2 done en total 7? détermi- 
nations de p dans æ_:1(x2°)æ-o(#0). ; 

En résumé, la solution de l’équation (15), après avoir été 
choisie „ad libitum“ dans x%x,(@°); se présentera comme un 
arbre, dont le tronc (vers les iteres positifs) sera déterminé 
et unique, tandis que vers les itérés négatifs les branches se 
ramifieront de sorte que, au niveau daf), on aura zf) bran- 
ches. Si le premier membre de (15) était du dégré s en o, le 
tronc se ramifiera vers le bas, de sorte qu'on aura $” bran- 
ches au niveau (x). Quelques-unes de ces ramifications peu- 
vent devenir imaginaires, puis réaparaitre comme certains 
fleuves qui se cachent sous le sable. Exemple: 


9,—i[g, i=| —1, donne WE 9, Pana = tp. 
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Équations intégrales et intégro-fonetionnelles 


No 


«9? 10. Le problème de déterminer la forme d’un vase flottant 
dont la partie immergée dans l’eau soit une fonction »,(®) 
de la hauteur z du vase nous a ammené à l'équation intégrale 


(1) [zie,v)s(way=pie) 
ou : f 
a Z(z,y)—1—0(z,y) pour. Mei) 
Z(v,y)— —o(z,y) pour y>aæ(x), 


o(æ,y) étant la densité d'une section S(y) à la hauteur y du 
fond du vase, p(s) la cargaison. 

Nous avons vu que cette équation admet une infinité de 

‘ solutions, l’inconnue S(y) pouvant être prise arbitraire dans 
un intervalle nat), avec æ? arbitraire. Nous avons vérifié 
ça sur les cas particuliers où o depend soit de z, soit de y seu- 
lement. 

Dans ces cas l'équation intégrale se reduisait à une équa- 
tion fonctionnelle, dont nous avons montré qu’elle admet une 
infinité de telles solutions. Lorsque o est une fonction en même 
temps de x et de y, comme il est naturel, il va de soi que „a for- 
tiori“ Péquation (1) admettra une infinité de solutions. Ainsi 


n 
par ex. si o= a*(o)y* on arrivera soit en différentiant, 
? 1 D 


soit en intégrant par parties, à une équation différentiello- 
fonctionnelle d'ordre n+1, équation qui, nous le verrons, ad- 
met aussi une infinité de solutions. 

11. Objections sur la continuité du noyau. On pourrait 
nous objecter: Oui, vous avez une infinité de solutions et, 
plus encore, dépendant d'une fonction arbitraire; mais cela ` 
est dü au fait que l'équation (1) n'a pas de noyau continu ?). 
Nous allons montrer: 1? que même si le noyau est continu, 
ça n'empéche pas que l'équation (1) admette, en général, une 
infinité de solutions; 2? que l'on peut rendre le noyau con- 
tinu, tout en gardant un sens physique à l'équation (1). Ça 

1) Dans certains traités on n'exige pas méme la continuité du noyau, 


mais seulement qu'il soit intégrable, pour que la solution soit unique. Or 
notre noyau est intégrable et pourtant il y a une infinité de solutions. 
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d'abord: Les relations (1' nous montrent que le noyau Z ne 
peut pas être continu en traversant la ligne de flottaison y — a,(a). 
Mais cela est vrai seulement si p est continu — en traversant 
cette ligne. Or, en général o n'est pas continu. Quand on con- 
struit un vase, les différents étages varient brusquement de 
densité, à certains niveaux la densité peut méme dépasser 
celle de Peau. Pour rendre le noyau de (1) continu, il nous 
suffit d'une seule discontinuité de o, le long de la ligne de 
flottaison. Ainsi supposons nous deux fonctions continues p:,. 
et o, et notons : 


A") 1—a,(2,9)=f(a,y), —ea(x,y)=f(w,y)+Ly — ale) vos y)- 
Pour garder un sens physique, il faut supposer f(x,y)<0 au 
voisinage de y=zı(®). 

Notre équation (1) s'écrira 


x e x 
(16) | He) SQ) dy + | [y—ar(w)}*y(@,y) S(y) dy — pla). 
0 x(x) 

Cette équation contient comme componente une intégrale 
avec les deuw limites variables et nous avons démontré dans 
différents travaux, depuis 1914, qu’une telle équation inté- 
grale admet une infinité de solutions +). Dans ce travail nous 
allons voir ça directement. Pour nous en rendre compte, il 
suffit de le vérifier sur un cas simple. Soit y(x,y)—=c, k=1. 
Prenons comme fonction inconnue auxiliaire t(y) telle que sa 
derivée seconde t’’(y)=S(y) alors (16) s’écrira 


(17) ffe v) t"(y) dy + el —2(2)]t(2) —e[4(2) —t[23(2)]] — ple) 
0 


qui est une équation intégro-différentiello-fonctionnelle. Si f 
ne dépend pas de y on obtient une équation différentiello- 
fonctionnelle 


(18) [f(2)J4-e[s —ax(2)]]t^(2) — ata) — f(2)t (0) — p(z) — — etLos(2)]. 
Nous voila done conduits à étudier les: 


1) C. Popovici: Nouvelles solutions de l'équation de Volterra, Circolo 
Math. Palermo t. 39 (1915), p. 314—344; Sur une équation fonctionnelle, 
C. R. Ac. Paris, t. 158 (1914), p. 1866 etc. Pourle cas de deux variables 
voir deux notes: Rend. Ac. Lincei, t. 2 (1930), 6 serie, et Annales Scien- 
tifiques de l'Université de Jassy, t. XXIV, pp. 18—56. 
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Équations différentiello-fonetionnelles 


12. Ces équations peuvent aussi s'intégrer intuitivement 
par la méthode du prolongement fonctionnel. 
Prenons d’abord l’équation: 


k k d‘y(x) 
(19) @)=alz)ylare), yo e 


= Nous allons voir ce fait, extrêmement curieux: lorsque 
%(2)=» l'équation ne peut pas s’integrer, en général, si k>2; 
tandis que si talk l'équation, quoique plus compliquée, peut 
toujours s'intégrer. Elle le peut méme si a(x) et x(x) ne sont pas 
dotés d'expressions analytiques. ` 


Prolongement fonetionnel 


13. Nous allons nous servir de méme graphique que au $ 5. 

Prenons pour y(x) une fonction (ou arc) arbitrairement 
choisi dans un intervalle gw, (æ?) avec 70 aussi arbitrairement 
choisi, alors y[zi(z)] en d'autres termes y, dans l'intervalle 
w(x?) v(x?) sera donné par 

; k 

(19) yin (o1 10 
où le second membre est connu car, y étant donné dans l'inter- 
valle initial, toutes ses dérivées y sont implicitement données, 
ensuite a(x) est donné par hypothèse (tracé) pour toute valeur 
de x. Maintenant y, étant connu,-on aura successivement 


ae. Yn par 


(19°) ee sie). 


a ao ON 


Ainsi l'intégrale y de (19) étant choisie „ad libitum“ dans 
ax,(x°), elle sera connue, et aura une seule valeur, pour tout 
point contenu dans un intervalle #°a contenu dans x°A, A — lim an. 

14. Nous allons faire maintenant le prolongement fonction- 
nel vers les itérés négatifs. De ce cóté, il arrive un phénoméne 
analogue à celui que nous avons rencontré en résolvant les 
équations fonctionnelles de dégrés supérieurs, la solution ne 
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sera plus unique. En effet, changeons dans (19) x en x-1(«), 
on aura 


(197) dato ei 


dr ai i= a[æ1(x)1y(æ). 


Le second membre est connu, car y est tracé dans l’inter- 
valle initial x’, (x?) et a est tracé partout. On connaitra done, 
non y, mais sa derivée d'ordre k dans æ—ı(x?) daf). 

La fonction (ou courbe) y sera done connue à un polynome 
(parabole) arbitraire d'ordre k près, done avec k constantes 
arbitraires. 

Dans le second itéré négatif de l’intervalle initial s’intro- 
duiront encore k constantes arbitraires, on aura done dans 
Y—n(£°) y—n—1(2°), nk constantes arbitraires, après avoir choisi y 
„ad libitum“ dans mä, (ot). ; 

15. Supposons maintenant que l'équation (5) serait non 
linéaire, par exemple son premier membre serait de dégré 7 
en d*y(x)/dw*, alors on aura une et une seule solution vers 
les itérés positifs, après avoir assigné à y une fonction donnée 
dans mol: mais vers les itérés négatifs la solution ne sera 
pas unique, elle aura dans l'intervalle z—4,44(29)2 n(x), n” bran- 
ches et chaque branche dépendra de mk constantes arbitraires. 

Si, en plus, le second membre de (5) était de l'ordre q en 
æ,(æ) c'est-à-dire contiendrait Ain Mes, Max alors nous étions 
libres de choisir y „ad libitum“ dans un intervalle eat), 
ou dans d intervalles æPæ(æ) avec les æ arbitraires, mais 
choisis tels que ces intervalles ne s'enchevétrent pas. 


Puissanee de l'ensemble de solutions 


16. La puissance de l’ensemble de solutions d'une équation 
différentiello-fonctionnelle, d'ordre q et de dégré r est la même que la 
puissance de l’ensemble de solutions d'une équation fonctionnelle 
d'ordre 4. 

Cette puissance est celle de l’ensemble de fonctions arbi- 
traires s'il s’agit des solutions continues et discontinues (c'est 
le nombre transfini F—CC) et celle du continu © s'il s'agit 
des solutions continues dans tout intervalle qui ne contient 
pas un point limite $4,, mais pouvant être discontinues dans 
les points limites. 
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L’ensemble de solutions d’une équation fonctionnelle est 
évidement de puissance F, parce que la solution générale n'est 
qu'une transformation ponctuelle d’une fonction arbitraire, 
continue ou discontinue, dans l’intervalle initial, comme les 
images dans une série de miroires gauches de cette fonction. 
Il n’est pas question absolue de l’existence des dérivées etc. 

Lorsqu'il s’agit des équations différentiello-fonctionnelles 
on est obligé de penser à l'existence des dérivées, mais il n'est 
pas moins vrai que la solution générale dépend d'une fonction 
arbitraire initiale, continue ou discontinue. Il faudra alors 
élargir le cadre de la notion de dérivée; d'ailleurs il y a des 
fonctions continues et qui n'ont pas de dérivées et des fonc- 
tions discontinues dont Paire est la méme que celle d'une 
fonction continue dans tout intervalle. Gardons la vieille con- 
ception de la derivée et supposons que nous ayons choisi dans 
Pintervalle initial pour la solution un are d'un seul trait et 
continu. Il y aura des discontinuités au points de jointure 
æ+n(2°) et aux points limites de ceux-ci, autant pour les équa- 
tions fonctionnelles que pour les équations différentielle-fonc- 
tionnelles; mais à cet arc correspond une seule solution pour 
les équations fonctionnelles et un ensemble fini ou dénom- 
brable de solutions (si l’on va jusqu'aux points limites) pour 
les équations différentiello-fonetionnelles. L'ensemble de solu- 
tions dans les deux cas garde Ja puissance du continu, parce 
que nous avons choisi librement la fonction ‘arbitraire continue 
dans l'intervalle initial. Le nombre des branches et des con- 
stantes arbitraires nous donne en effet plus de dégrés de li- 
bertés, mais en tout cas ne peut pas agrandir la puissance du 
nombre transfini de solutions qui reste celle du continu. Nous 
verrons plus loin comment on fait la jointure, plus encore, 
le raecordage jusqu'à un ordre infini dansles points de passage 
æ+n(æ) et quelle est la puissance de l'ensemble de ses solutions; 
nous ferons aussi l'étude de la continuité aux points limites. 

17. Continuité. Commençons l’étudé de la continuité pour 
les solutions des équations fonctionnelles. Rappelons-nous les 
85 et 6 et le graphique à l’aide duquel nous avons construit 
ces solutions. Soit d’abord l’équation de périodicité pour la 
transformation x,(x) 

(20) P[g,(z)] —P(z). 


[Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII 6 
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Nous avons vu que nous sommes libres de prendre pour P 
une fonction (ou arc) arbitraire dans un intervalle x°x2,(x°) 
et ensuite considérer un point E qui parcourt cet intervalle, 
ainsi que ses itérés de é, les 2,(£),æ(£),.…,æn(£) définis par 
Cin(£)=%idin-1(£)] et, nous aurons la solution de l'équation 
en prenant 
(20) HUE le DL Ee e DL E al, 


L'ensemble des arcs décrits par £ P(£) et ses-itérés EI P(£) 
nous donnera une de ces solutions de (20). 

Nous voyons que, pour avoir une solution continue, il faut 
d'abord que l’are que nous tracerons pour P dans l’intervalle 
initial °x, (x?) soit continu, et il faut de plus, que les ordon- 
nées aux extremités de cet arc soient égales pour établir la 
jonction avec son itéré, donc 


(21) P(x? —0) — P(2,(x9)-4- 0). 


18. Pour les équations non linéaires la jonction s'établit 
aux points de passage par une relation analogue à (21). Ainsi 
soit l'équation à 
(22) y[oy(2)] — R[, y(v)]. 


Pour établir la jonction en 2,(#°), on prendra dans l'intervalle 
initial pour. y un are continu, avec la seule condition entre 
les ordonnées de ses extrémités 


(23) y [2 (29) + 0] Ria, y (29 —0)]; 


la jonetion sera automatiquement établie dans tous les points 
laf) tandis que dans les points æ_;(æ°) avec celle des bran- 
ches de l'équation (22) en y(x) qui correspond à l’are initial 
choisi. | 

19. Domaine de valabilité de la continuité. Lare initial étant 
choisi continu et la jonction faîte aux points de passage, la 
solution sera continue dans tout intervalle ab donné compris 
dans un intervalle AB contenant x° et où A et B sont deux 
racines consécutives de l'équation z—z,(z); mais vers les points 
limites 4 et B la solution sera d'un- seul trait, mais pas en 
général continue. Nous reviendrons sur la continuité aux points 
limites au $ 26 et 27. 
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20. Raccordage. On peut établir non seulement la conti- 
nuité, mais le reccordage jusqu'à l’ordre k dans ces points 
%+n(2°) si l’on exprime entre les extrémités de Vare initial 
les relations qui traduisent les égalités 


(24) y! [2,(29) — 0]— y [ (a) + 0], j—0,1,...,k, 
Pindice j désignant la dérivée d'ordre j. 


Ainsi, par exemple, pour l'équation de périodicité (20) on 
aura pour j—1 


(247) Pi [2,(2°) + 0]of(29) — P" (29 — 0) 
et pour l'équation (22) 

"n D 7 FR oR oR o 
Gi") valt Oaie Sc). 


Le raccordage établi en un seul point de jointure 2,(@°) 
doit se repercuter dans tous les points de jointure (avec la 
méme branche correspondante) parce que la transformation de & 
en z,(z) étant ponctuelle, c’est une transformation de contact. 
On suppose que la courbe z,—2,(z) n’a pas de points angu- 
leux. { 

21. Raccord d’ordre infini. Si dans les équations (24) on 
prend k=, on aura dans les #+,(#°) non seulement la çon- 
tinuité, mais un raccord d'ordre infini). 

L’ensemble de ces solutions garde encore la puissance du 

continu, parceque l'are arbitraire continu, choisi dans Pinter- 
valle initial, arc qui détermine une seule el unique solution 
de l’équation fonctionnelle, apartient à un ensemble continu; 
tandis que les conditions (24) forment un ensemble dénom- 
brable, qui regarde un nombre discret de points (un ensemble 
de mesure nulle, non partout dense) de Parce continu arbitraire. 

22. Fonction analytique osculatrice. 

Pour un raccordage d’ordre infini au point de jointure 
nous voyons que nous sommes libres de prendre à notre gré 
l’allure de l’arc initial à une extrémité, soit en 27,(29-- 0); mais 


1) Nous pouvons méme donner des exemples de courbes qui aient 
dans un intervalle fini des contacts d'ordre infini sur un ensemble partout 
dense, sans que ces courbes se confondent; plus encore, elles peuvent méme 
se traverser dans le même intervalle sur un second ensemble partout dense. 


6* 
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alors en #°—0 l’allure de cet arc est déterminée, parce que les 
équations (24), (247), (247) nous montrent que les dérivées 
yl(æ°—0) en 29—0 sont déterminées à l’aide des dérivées en 
æ,(2°)+ 0. Soit alors la fonction 


G5) ` Yoy (0—2). „er 


Ya t- 

Elle peut représenter une fonction analytique, si elle est con- 
vergente, mais elle ne représente pas l’arc initial que nous 
avons raccordé dans le prolongement fonctionnel à son itéré 
avec un ordre infini (raccordage qui se repercute dans les 
autres points de jonction). L'expression (25) sera appelée fonc- 
tion analytique osculatrice en a? de notre arc initial, qui est en 
général non analytique. 

Il y. à aussi parmi les surfaces non analytiques un sous-. 
ensemble de surfaces qui admettent pareilement des surfaces 
analytiques osculatrices. Je pense que cette question ne man- 
que pas d'interét. 


Continuité des intégrales des équations 
différentiello-fonetionnelles 


23. Nous avons vu au $13, 14 et 15 comment on construit 
les intégrales d'une équation différentiello-fonctionnelles par la 
méthode du prolongement fonctionnel à l'aide du graphique. 
Ainsi, par exemple, l'équation 


: | 
(19) CHO ata) yeka) 


s'intègre ainsi: On assigne a y une fonction (ou are) arbitrai- 
rement choisie dans un intervalle initial æ0x,(æ°). Alors dans 
les intervalles @n(@°)@n4:1(x°) itérés positifs de z?z,(«?) la tra- 
duction graphique de notre équation (19) nous montre que 
l’on aura successivement dans chaque intervalle 


d ^ [i (æ)]. 
(dena) ` 


donc une solution unique; mais cette solution ne sera pas en 
générale continue aus points de jointure æA(æ°). On établit la 


(19°) yi(a) = All) : a[g51(2)] 
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continuité au point laf) en prenant, aux extrémités de l'arc 
initial la relation A 
s . dya —0] 
(26) vien role ere 
c’est-à-dire une relation entre la fonction initiale à l'extrémité 
gauche et sa dérivée 4 à l’extremité droite. En continuant la 
jonction dans z,(z?) on doit imposer la même relation aux 
extremités du prolongement fonctionnel de Pare dans m(x?) z,(a9), 
ce qui se repercute par une autre relation entre la dérivée 
d'ordre 2% et la fonction initiale aux entrémités de l'arc initial. 
Dans chaque intervalle il reste done k—1 dérivées libres aux 
points de passage. Jusqu'au point z.(2°) il faudra satisfaire 
à n relations entre les nk dérivées aux extrémités de l'arc ini- 
tial; mais entre ces extrémités l’are initial reste arbitraire. 
Nous pouvons le tracer continu. On aura alors une solution 
continue depuis zf jusqu'à (29). Si nous continuons la jonction 
vers le point attractif A—limw,(æ?), n—oo, nous aurons une 
solution Tun seul trait, mais qui ne sera pas généralement con- 
tinue vers A. Elle pourra devenir non bornéé, ou méme si elle 
reste bornée, elle pourra avoir vers A une variation totale 
infinie et dans ce dernier cas on ne peut pas affirmer qu'elle 
sera surement discontinue, parce que nous verrons qu'il peu- 
vent exister des fonctions contimues dans le voisinage d'un 
point et pourtant à variation totale infinie en s'approchant 
de ce point. 

L'ensemble de ces solutions d'un seul trait aura la puis- 
sence du continu, comme pour le cas du raccordage d'ordre 
infini dans le 8 17 et pour les mêmes raisons. 

S'il existe une solution analytique, elle dépendra de k con- 
stantes arbitraires. 

Il en resulte que les équations fonctionnelles linéaires pures 
n'admettent que, au plus, une solution analytique (avec une 
constante arbitraire). Ainsi 


P(x)=Plae,(«), P=C 


af(æ)=f(ax), f=Czx" si ra est entier 


:a(z9—0) 


ae" f(7) — f(az), f=cm si (=> est entier et a—af. 
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Exception font certaines équations de construction spéciale 
comme /j(z--4)—/(«), fonctions circulaires de période 2z/A 
dont une infinité sont analytiques, f(z)--f(—2)—0, fonction 
impaire ou paire. 

24. Continuité vers les itérés négatifs. L'équation (19), 
qu'on peut écrire sons la forme: ; 


date dei 
dn ai 


nous montre que si nous connaissons y(æ) c’est-à-dire y entre 
«49 et obt, on aura ai A) non directement, mais par sa dé- 
rivée k-ième, done il s'introduisent k constantes arbitraires, 
qu'il faut-choisir pour déterminer y quand on passe d'un inter- 
valle à son itéré contigu dont l'indice est diminué de 1. Alors 
après avoir choisi l'arc initial, il suffit dune de ces constantes, 
à chaque passage, pour établir la jonction. Il reste disponibles 
k—1 constantes à chaque passage. On pourrait les employer 
pour satisfaire à différentes conditions initiales. 

On peut également se servir soit pour la jonction, soit 
pour d'autres conditions initiales, en imposant des relations 
correspondantes entre les dérivées aux extrémités de l'arc 
initial. Les solutions continues vers les itérés négatifs forment 
aussi un ensemble de puissance de continu. 

Le nombre croissant, à devenir dénombrable, de constantes 
arbitraires qui s'ajoutent au point limite répulsif ne change 
pas la puissance de l’ensemble. 


25. Passage des équations différentiello-fonctionnelles aux égua- 
tions intégrales. 

Si l’on intègre pzk fois une équation fonctionnello-diffé- 
rentielle d’ordre k, comme par ex. (19), on aura une équation 
intégrale, ou intégro-différentiello-fonctionnelle. À chaque inté- 
gration s’introduit une constante qu’on peut assujetir pour 
satisfaire telle condition initiale. Supposons que nous avons 
un nombre p de conditions à satisfaire dans p points vi dont 
aucun n’est point limite des z;. Il nous faut p constantes arbi- 
traites. Nous avons plusieurs moyens pour les obtenir: 1° On 
.peut imposer p conditions ponctuelles convenablement choisies 
à Pare arbitraire que nous pouvons prendre dans n'importe 


(19,) —a[2a(2)]y (2) 


FORMES QUE DOIT AVOIR UN VASE 87 


quel intervalle initial, 2° on peut choisir l’intervalle initial 
assez près du point limite attractif pour que, en faisant le pro- 
 Jongement fonctionnel vers les itérés négatifs de cet intervalle, 
on arrive à chaque point z? de l'intervalle d'intégration avec 
le nombre de constantes libres d'intégration nécessaires pour 
satisfaire nose onditions en vi. Exemple: si p— mk--r et p con- 
ditions en al, on choisira 70 tel que 2 (29) «t. 

26. Conditions aux points limites. Compatjbilité. Il arrive 
des fois que l'équation fonctionnelle, ou fonctionnello-différen- 
tielle, à laquelle nous avons réduit l'équation intégrale soit 
par intégration par parties, soit par dérivations, admette des 
solutions, méme une infinité, mais dont aucune ne satisfasse 
pas l'équation intégrale de départ. Exemple: l'équation inté- 
grale de notre problème d’hydrostatique 


x, (x) 


(3) [sy yy [em Sa) ptn 

qui se réduit à 

(3°) V2 (@)]—9(#)V(#)=p(a), V(a)— f S(y)dy 
0 


par la nature des choses 0<zx,(æ)<æ parce que v c’est la hau- 
teur de vase et x.(x) celle de la ligne de flottaison par rapport 
au fond. Done 2,(0)=0 alors (3’) nous exige 


p(0) 
y(0)— 
T EO 
pour toutes les solutions de (37) et nous avons vu qu’il en exi- 
stent une infinité dépendant d’une fonction arbitraire. Or, si 


p(0)+0, alors fi S(y)dy=V (x) doit être différent de zéro pour 


æ—0. Quelle Gef alors la fonction S(y)? !). 


1) Malgré toutes les apparences, la condition p(0)=0 n'est qu'arti- 
- ficielle, parce que c’est une simple exigeance analytique, qui ne tient pas 
compte de la réalité physique. La réalité c’est qu'il faut prendre p(0)+0 
parce qu'il faut doter le fond du vase d'un minimum d'épaisseur a. Il 


x 
'faut done prendre if S(y)dy=V(z) et V(0)+0 le considérer comme faisant 


S f 
partie de cargaison. Dans la physique, il arrive des fois qu’il faut quitter 
l'analyse différentielle pour l'analyse fonctionnelle, comme dans la théorie 
` des chaleurs spécifiques des solides à basses temperatures, les quanta etc. 
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Lorsque p(0)=0, alors on a effectivement une infinité de 
solutions. Aussi lorsque p(0)=0 avec o(0)—1. Il est intéres- 
sant de remarquer que l'équation (3' admet des solutions 
méme si o(0)=1 avec p(0)2-0, mais ces solutions ne sont pas 
uniformes. 

En général, l’allure des solutions aux points limites se voit 
sur l'équation méme. Ainsi par ex. l'équation (18) peut s'écrire 


(18°) f(m)t'(m)—1'(0)]-- e[z —2(2) t (2) —e[t(@)—tl(2,()]]= p(x). 


On voit que, pour qu’elle admette des solutions continues 
au point =Q, il est nécessaire que p(0)—0 et que, si f(0)2- 0, 
il faut que {’(0) ait une valeur finie, ce qui n'exige pas néces- 
sairement que Ui) soit continue pour z—0. Enfin pour que 
la solution aie un sens physique pour notre probléme, il faut 
que t” existe parce que t’’(y)=S(y). 

27. Continuité aux points limites. Nous avons vu que nous 
pouvons construire une infinité de solutions continues dans 
tout intervalle A+e, B—n, A et B étant deux racines consé- 
eutives de l’équation æ=—#.(x), e et 7 aussi petits qu'on le veut. 
L'ensemble de ces solutions, nous l'avons vu, aura la puis- 
sance du continu. Aux points limites 4 et B les solutions pré- 
sentent différents caractères: Il y a à la fois des solutions con- 
tinues et d'autres discontinues. Dans d'autres cas toutes les 
solutions doivent présenter en un des deux points limites, où 
dans les deux, des singularités essentielles. I1 y a des cas oü 
toutes les solutions, méme celles qui étaient discontinues dans 
A+e, B—n deviennent continues et, ce qui est curieux, méme 
les solutions qui n'étaient pas d'un seul trait deviennent con- 
tinues. D'autres eas oü toutes solutions deviennent continues 
vers le point limite en s'y approchant tout de méme avec une 
variation totale infinie. Nous allons faire voir sur des exem- 
ples simples ces genres curieux de singularités. 

28. Singularites essentielles. Soit à intégrer l'équation fonc- 
tionnelle 


(9) g (2) — ala) g[a,(2)]— 0. 
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Nous avons donné la solution générale de cette équation 
sous la forme 


QU 
9(2)= > I (un Un)" (0n 0141) 


n=— o 


n =i 
ou []=aay...dn1, [I=1:a-ıa_2...@-n, Gin comme toujours 
Allyn] AVEC Lin=%[Vin-1], w et v deux fonctions arbitraires 
qu'on peut choisir pour la convergence, a et 9 nombres con- 
venablement choisis dans le même but. 

Nous avons aussi vu ($5) qu’on peut prendre pour 9 un 
are arbitraire dans un intervalle °x,(2°) avec a? arbitraire. 
Cherchons l’allure de 9 au point limite attractif © =A;-on aura 


1 p 

(99 | Tur PTE 
Par suite, si le produit Ijesa-a; 58:25 est convergent vers une 
limite pour n—>co et'si &n tend uniformément vers une limite A, 
alors dans chacun des trés petits espaces lf) v441(29) toute 
solution de (9) devra avoir une variation totale du méme ordre 
que dans l’intervalle initial. Done, méme les solutions qui 
ont été continues dans A+ €, B — 5 seront discontinues lorsque 
æ tend vers A, mais finies et d'un seul trait. 

Une équation différentiello-fonctionnelle telle que (18) peut 
admettre à côté des solutions continues en A des solutions doit A 
peut étre un point singulier essentiel, comme (8). 


Si [] tend vers zéro, g(z,) tend vers l'infini. 


DH 


29. Fonctions à crépitations. Supposons que [] tende vers 
l’infini. Alors, vu (97), toutes les solutions de (9), méme celles 
discontinues, et même celles qui ne sont pas d’un seul trait, 
tendent vers zéro au point limite attractif A. Rappellons nous 
maintenant la définition classique de la continuité et notam- 
ment celle de continuité à droite: Une fonction est continue 
-à droite d'un point A si, ô étant un nombre positif arbi- 
trairement donné, il existe un nombre positif e tel que 


(c) IfCA) —fCA o e") s 


pour tout nombre positif e’<e. Or cette relation de ,,con- 
tinuité^ sera satisfaite méme pour les solutions de (9) qui 
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ne sont pas d’un seul trait entre A+e et B—n; par ex., si 
Pon n’a pas fait le jonction aux points de passage laf), 
Donc la relation de continuité (c) peut être satisfaite pour 
un fonction lorsque la variable tend vers une limite A sans 
que la fonction soit obligée à prendre toujours toutes les va- 
leurs intermédiaires entre deux valeurs. La fonction aura des 
sauts qui tendent rapidement vers zéro comme les crépita- 
tions d'un courant qui traverse des fils séparés par des.dié- 
lectriques dont l’épaisseur tend vers zéro. ` 


30. Fonctions continues à droite d'un point et pourtant 
à variation totale infinie lorsque la variable approche ce point. 

Supposons une fonction, d’un seul trait ou non, qui dans 
chaque intervalle z,2,41 a une variation totale vn. Supposons 
ensuite que les intervalles vani, sont les termes d’une série 
absolument covergente, tandis que les v, tendent vers zéro 
mais ils sont les termes d'une série divergente; alors notre 
fonction satisfaira à la relation de continuité (c) et pourtant sa 
variation totale sera infinie lorsque © approche A. 

On peut composer des exemples d'équations fonctionnelles 
dont toutes les solutions jouissent de cette propriété. Ex.: si 
dans l'équation (9) on prend usse bum) où %,(æ)=xy(x) 

1+kLa 2 ; 
v(z5)—-a (constante), L—logarithme. 


31. Cas où un point limite est à l’infini. En d'autres ter- 
mes la courbe y=z,(z) admet une direction assymptotique y=. 
Proposons nous d'étudier l'allure des solutions vers la direc- 


n 

tion asymptotique. Supposons que f] admet une limite. 
Alors si y= est une direction asymptotique sans être une 
asymptote, la variation totale de 9 dans un intervalle 2525» 
reste finie pour p fini (ou de l'ordre de p); pour n infini nous 
dirons que l'infini A est un point régulier de la solution. Si y= 
est effectivement une asymptote, le rapport entre la varia- 
tion totale de la solution et l'intervalle de variation Z»vn4p 
est infini, méme si la fonction y reste finie; nous dirons que 
l'infini 4 est un point de singularité essentielle pour les solu- 
tions, méme pour celles qui sont finies et continues. - 

Nous voyons quelle variété des singularités se présente dans 
cette étude dont nous avons donné un aperçu. 


SUR UN THÉORÈME CONCERNANT LES FONCTIONS 
AU CARRÉ SOMMABLE 


Par OTTON NIKODYM, Warszawa 


1. La note présente est consacrée à la démonstration du 
théorème suivant: 


. Si f(x) est une fonction complexe, définie presque 
partout dans 40,1» et au carré sommable, il existe 
dans 40,1» un ensemble épais?!) dont chaque point a, 
jouit de la propriété suivante: 


a’ 


este 
ara; i Wie Helde 
Ta 


quelles que soient les suites infinies {£a}, (25), où 


OKT mo 05, 
lim z;— lim 25,—2,. 
n n 


La démonstration qui va suivre est basée sur le théorème 
connu de VITALI (Überdeckungssatz). 

Supposons, par impossible, que le théorème n’est pas 
vtai. Il existe alors un ensemble A, où mes ext A> 0, tel que, 
si 4€ A, il existe des suites infinies (27), fan}, où 0 c, ac v, <l, 
En>%g In>%, et il existe un nombre a>0, tels que 


Tn 
1 5 ; 
(1) . | za, Jo-e dx>a, (n—1,2, ...). 
x, : 


1) C'est-à-dire, de mesure— 1. 
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En vertu de Vaxiome de M. ZERMELO, on peut, à tout 
point æeA, faire correspondre un couple de suites infinies 
(an), {vn} et un nombre a=a(2,)>0 de manière que (1) ait 
lieu. Il existe certainement un sous-ensemble A’ de A tel que 
mes ext A’>0 et dans lequel a(x,) surpasse un nombre po- 
sitif fixe. 

En effet, désignons par Am l'ensemble &,{a(æ)>1/m}. 
Si l’on avait mes ext Am=0 pour chaque m, on aurait 


mes À — mes È Ans > mes 4,—0, ce qui est impossible. 
Soit donc A'CA "tel que mes ext A'— 0, 


Di 
n 


(2) oru So No)? asma o 
z' 


zx 


pour tout æ,eA’ et pour des suites {Sn}, {2n} convenablement 
choisies pour chaque go. 


2. La fonction f(x) étant mesurable, on peut, d’après un 
théorème de M.N. LUSIN, trouver pour chaque nombre o>0 
un sousensemble parfait B, de 40,1» dans lequel f(x) est bornée 
et continue sur B, et par rapport à B,, et oü 


1—o<mes B;<1. 


Choisissons o de manière qu'on ait 


(3) c — mes ext A’/2 
et trouvons un ensemble B, parfait y correspondant. On a 
(4) mes ext (A’B,)>0, 


car dans le cas contraire on aurait 
mes (A’B,)=0, A'— A'B;-- A’co Bz, 
mes ext (A’co B;) x: mes (co B,)<o 
ce qui donnerait | 
mes ext A’<mes ext(A’B,)+mes ext(A'co Be) <o 
et, par conséquent, 
mes ext A’ 


mes ext A’ ee) 


ce qui est absurde. 
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Posons 
(5) AH — A Bs. 


On a, d’après (4): 
(6) mes ext.A''— 0, ACIB; "AGAS. 


La fonction f(x) étant continue sur B, et par rapport 
à Bo, elle y est aussi uniformément continue. A fortiori f(x) 
est uniformément continue sur A’ par rapport à A”. 


3. La fonction f(x) étant bornée sur B,, supposons que 
f(x) <M sur Bo. 


Soit E un ensemble mesurable et soit Zoe A". On a 
Le) — Mal dx = f G0) — a) (lx) flap) de = 
B E : 
= flf (al da --| fx) mes E— f f(x) Ha) de — f fea) f(a) de, 
E E E 


d’où 


flf) Mel dx | [If (o) — OI EE 
E E 


< (Wis dei M mes B+ d fff de- M mes E 
E E 


et, par conséquent, 


(7) lite) Mell des 2 tel de 1 3 A mes E. 
E E 


L’inégalité qui vient d’être obtenue montre que 
lim Titel al de —0 
Ss 


lorsque mes Z — 0 et, de plus, que la dite convergence est uni- 
forme. Cela veut dire que, étant donné un nombre 7'—0, on 
peut trouver un nombre 7’’>0 tel que la relation mes E<n” 
‘entraîne: 


[ieia deeg, 
E 


et cela quel que soit TA”. 
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4. La fonction f(x) étant uniformément continue sur Be, 
on peut, en fixant un nombre e>0 d’avance, trouver un nombre 
020 tel que, si yı—Yz<ð, fue Boy Y2E Bo, on ait [f(y) —f(ys)| Le. 

Les intervalles ` (xl enfermant les points zy de A" 
[voir (2), représentent une famille de VITALI!) pour PAGES 
méme si l’on suppose que Je, ele 9. 

Done, si l’on choisit un nombre 7-0, on peut, d’après 
le théorème de VITALI, trouver une suite finie d'intervalles 
disjoints 
(8) a Ak 
appartenant à la famille et tels que 


k 
T 2 mes A;—nsmesext A” < 


k k 
<mes ext (A"'- 3 Aj) 4- 3 «mes 2; A+ 5j. 
em i=1 


5. Aux intervalles (8) correspondent certaines points y,,...,¥, 
de l’ensemble A”. 
En vertu de (2) on a: 


1 d 
mes EEN de>a’. 
done, a (9): ` 


(10) >. f(a) —f(y,) dx >a’ Shae (mes ext.A" — 1). 


i=1 i=1 
| On v écrire: 
(11) 2 lt») fl ds— + f... 
Ar Bg ABe 
Comme la longueur de 4; est <6, on a conformément à 4, 
OSEO: «2 Je do <28 mes Ai, 
Ai Bg Ar Bg 


done 
k. 


(12) PLE 


1 AjBg 


!) Voir p. ex. S. Saks. Zarys Teorii Calki. Warszawa 1930, p. 46. 
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D’après (9): 
mes (Be) A; )>mes ext(4" À Ais X mes A2 
donc 
k k : 
mes >) 4;—mes (B, 2; 4) 2g 
i=1 i=1 
et, par conséquent, 


(13) | mes (4: —B,)<2n. 


W IM» 


En appliquant l’inégalité (7), on a | 


fft) tu aes f ifo) da 2M°mes(4—B,); 


A[- Bg Aj Bg 


done, d'aprés (13): 


E e 
a) X fito-fwfase f Wo asc aas. 
i=1 4;—Bg k ; 


Les rae (12) et (14) donnent, en vertu de (11), 


Sf Ife) — fan da <? e Helena 


i=1 A 
5 (4;—B,) 
i=1 


Il en résulte, d’après (10): 


(15) — a'(mesextA"—75)«2 f |f(w)/'do+4M'n +26. 
ZU-Bo) 


La fonction f(z) étant au carré sommable, lintégrale, 
figurant dans le mémbre droit tend uniformément vers 0 lorsque 
k 
n—0, puisque, d’après (13), on a mes Y(4;— B,) x24. 
Est 


Les nombres e>0 et n>0 sont arbitraires. En les faisant 
tendre vers 0, on obtient de (15): 


a'-mes ext A" «0; 


done mes ext A’’=0 contrairement à (6). Le théorème est ainsi 
démontré. 
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6. Remarguons gue le théorème analogue est valable pour 
les fonctions f(x,y) de deux variables indépendantes, à con- 
dition qu'on remplace les intervalles (px Tel par des carrés 
centrés en æ. 

Le théorème démontré va trouver des applications dans des 
travaux ultérieurs de : Pauteur, concernant. les espaces de 
HILBERT. | 

Remarquons que, si f(x) est continue et aux dérivées 
bornées, on peut démontrer, à l’aide du théorème classique de 
VHOSPITAL, que 


Um e Gan A —f(20) da = 0 


pour chaque z,€(0,1). 
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SÉANCES DES SECTIONS 
SECTION DE CRACOVIE 


12. I. 1938. Leja F. Sur les polynómes généralisés de Tcheby- 
cheff. 
Démonstration de l'existence et de l’unicité du polynôme 
T (2)— 2" 4 e QT aL udi Ca 
qui correspond à un ensemble fermé et borné E de points du plan et à une 
fonction donnée D(z) et remplit la condition suivante: 


max |F (z) - Tn(z)|<max |9 (2) -Pn(2)|, 
zeE zeE 


où Pn(z) désigne un polynôme quelconque de la forme a+ a+ .. +4, 


19. I. 1938 et 26. I. 1938. Mathison M. Eine neue Lösungs- 
methode für Differentialgleichungen von normalem hyperbolischem 
Typus [Math. Ann. 107 (1932), 400—419]; Die parametriæ- 
methode in Anwendung auf hyperbolische Gleichungssysteme (Prace 
Mat.-Fiz. 41 (1933), 177 — 184]. 


23.11.1938. Leja F. Sur une nouvelle méthode d’approwi- 
mation des fonctions continues [ces Annales 17 (1938), p. 1-7 jl: 


Soient f(z) une fonction réelle continue dans l'intervalle fermé I=<a,b>, 
£— (66, al un système de n+1 points de I et 
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pe se z— el ‚Sn 
Bb Hla Gba GS 


Lorsque le système £ varie dans J, la fonction 


n 
AI e" TD, 


où Å est un paramètre réel, atteint pour chaque n et chaque x fixe (réel 
ou complexe) sa borne inférieure positive, qui sera désignée par Botz, 2). 

On montre que: 

19 Pour chaque x réel ow complexe ei chaque À réel fixe, la suite 

1/n log Fh(x, A) (n=1,2,...) 

tend vers une fonction-limite, harmonique dans le plan de x en dehors de l’inter- 
valle I. 

20 Il existe dans l'intervalle I la limite réitérée suivante, égale à f(x): 

im 1/2. din 1/n- log Fh(x, 4)]— f (2). 


D(a,  (j—0,1,...,n). 


16. III. 1938. poenae Ak S. K. Sur l'indice de Kronecker 
[C. R. Acad. Sc. Paris 206 (1938), 476 — 477; cf. plus loin, p. 110, 
Section de Lwów, séance du 26. II. 1938]. 

4. V. 1938. Popovici C. (Bucuresti) Sur les équations 
integro- et différéntiello-fonctionnelles [ces Annales 17 (1938), 
p. 67 — 901. 

11. V. 1938. Leja F. Sur une suite de fonctions rationnelles 
et la fonction de Green [à paraître dans les Annales Acad. Sc. 
Techniques à Varsovie (1938)]. 

Soient: E un ensemble fermé et borné de points du plan, = (4, en Én? 


un systeme de n+1 points de E et p(z) un polynôme ne s’annulant pas 
dans E. Posons 


Deya) = (fft) oto ke 
Weichen 


Soit 7={ng...n,} le système (ou l’un des systèmes) ¢ satisfaisant aux 
conditions: . 


(1) : Hin m) = max Die — al, 
E 
(2) rg <r, pour I= 1,2, ...^; 


ou rel) (0; — 24 4) 011,43) ee (nn) Ep Q9] 7" 
On démontre que la suite de fonctions rationnelles 


Zu 2—Nn Fal 


En(2)— et 
a Non 719—714 | Pl) 


jouit des propriétés suivantes: 
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19 Il existe en dehors de l'ensemble E la limite 
n 
R(z)= lim VRa@)], 
n0 


29 Lorsque p(z)— az--b, la fonction logR(z) est identique à la fonction 
de Green du domaine D ayant sa frontière dans l'ensemble E et contenant 
dans son intérieur le point-zéro du polynôme p(z). 

18. V.1938. Wilkosz W. Sur la nature des surfaces de Rie- - 
mann. 

25. V. et 8. VI. 1938. Skrzypköwna W. Sur la géométrie 
intégrale. Une revue des mémoires de MM. Blaschke, Santalo 
et des autres auteurs sur la géometrie intégrale. 


1. VI. 1938. Lebesgue H. (Paris). Sur la notion de volume 
et sur la dissection des polyèdres [à paraître dans ces Annales 
17 (1938)]. 


15. VI. 1938. Wazewski T. Sur les intégrales premières 
des équations différentielles ordinaires [ces Annales 16 (1937), 
p. 145—161]. 

SECTION DE LWÓW 


15.1.1938. Kaczmarz S. Application des courbes simusoidales 
à la construction des routes [à paraître dans les „Wiadomosei 
Drogowe“, Varsovie (en polonais)]. 

On applique à la construction des courbures de routes les lemniscates 
au lieu des clotoïdes, qui répondent exactement aux conditions du probléme. 
L'auteur en donne une meilleure approximation à l'aide des courbes si- 
nusoidales, ce qui permet d'augmenter le nombre des conditions remplies 
par la courbure de la route. Le point initial de la courbure peut p. ex. étre 
donné d'avance dans des limites assez vastes. 

15. I. 1938. Mazur S. De la théorie des espaces linéaires topo- 
logiques. 

I. Démonstration, en partant d'un th. de Tychonoff, que pour tout 
espace E de type (B) au sens de Banach: 1? dans l'espace de toutes les 
fonctionnelles linéaires définies dans E, 29 dans celui de toutes les trans- 
formations linéaires de E en sous-ensembles de E (ces espaces étant consi- 
dérés comme certains espaces topologiques), chaque ensemble totalement 
borné est bicompaot. 

II. Démonstration d'une condition nécessaire et suffisante pour que, 
dans l'espace E conjugué à E, toute fonctionnelle linéaire soit de la 
forme f(z, où feE et z,eE. 


19. II. 1938. Banach S. Sur la mesure dans les espaces 
abstraits. 
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Dans l’espace des fonctions intégrables dont l’intégrale ne dépasse pas 
1 en valeur absolue, il n’existe aucune mesure (non triviale) de Lebesgue, 
complètement additive et telle que les intégrales sur les segments n’empie- 
tant pas les uns sur les autres soient deux à deux indépendantes (au sens 
de la terminologie probabiliste). Une interprétation de ce théorème dans 
le domaine de la mécanique statistique. 


19. II 1238. Hetper W. Sur l'algèbre des ensembles finis. 


Discussion des difficultés liées à la définition de la notion d'ensemble 
dans le systéme de la sémantique. La construction del'algébre des ensembles 
exige l'introduction d'une nouvelle espéce de variables et l'adoption de 
l’axiome sémanto-logique )=«f=«/. 

- Or, dans beaucoup de problèmes jouant un rôle capital dans la con- 
struction du systéme de la sémantique, on est contraint de se servir des 
ensembles finis d'expressions. L'auteur montre que l'axiome en question 
est dans ce cas superflu, car tout ensemble fini d'expressions peut étre 
obtenu comme celui des solutions de l'équation {I *Zx} où I et Z sont des 
expressions constantes. 

26.11.1938. Zaremba S. K. Contribution à la théorie de Pin- 
dice de Kronecker [C. R. Acad. Paris 206 (1938), p. 476—477]. 

Soit O un champ vectoriel (continu) dans l'espace à n+ 1 dimensions 
(n>1) défini sur la sphère S$” à n dimensions et n’y admettant pas de points 
singuliers. T désignant le champ des composantes des vecteurs du champ C 
tangentes à S", les points singuliers par rapport à T sont les points dans 
lesquels le vecteur du champ C est normal à S". On peut donc distinguer 
parmi les points singuliers du champ 7 ceux dans lesquels le vecteur du 
champ O est dirigé vers l'extérieur et ceux où il l'est vers l'intérieur de S". 
Soit q la somme des indices de Kronecker de ces derniers points. On peut 
alors exprimer l'indice i du champ O sur 9” par la formule i= 1—q. 

5. ITI. 1938. Mazur S. Un théorème sur les points invariants. 

Soit E un espace linéaire topologique localement convexe dont l'élé- 
ment-zéro admet une suite d’entourages ayant précisément cet élément 
pour partie commune. Alors, toute transformation continue d’un ensemble 
convexe et fermé quelconque ACE en sous-ensemble bicompact admet 
un point invariant. 

5. III. 1938. Kac M. Sur les distributions invariantes. 

.I. Introduction de la notion de distribution invariante. 

II. Théoréme: Si l'on a 
(1) fi (0-- 50) 2k? 
pour tout i, et si la distribution de la fonction 


IOC fn 


(2) pers 


ne dépend pas de Zu Bun la distribution de chacune des fonctions f; où 
i—1,..,n est donnée par la formule de Borel 
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o 3(n—1) 


2 Y 
| = een 2 
Elf (t) o] = [| Pp. 
—KYn 


Inversement, si la distribution de la fonction (2) ne dépend pas de 
£,,...,5, et s'exprime par la formule de Borel, et si les fonctions 7,(4) sont 
presque-périodiques, on a l’égalité (1). 

III. Interprétations physiques des résultats acquis. 


30. IV. 1938. Gillis P. Un théoréme du Caleul des Variations. 


Soient: D; un domaine à n dimensions, borné, fermé et convexe, situé 
dans l'espace euclidien à n dimensions, Dy-1 la frontière (n—1)-dimen- 
sionnelle de Dn, F une fonction de n variables aux deuxièmes dérivées 
partielles continues pour toutes les valeurs réelles des variables et Fp pea 


une forme quadratique définie positive. Il existe alors une et une seule 
fonction de n variables remplissant dans D, la condition de Lipschitz et 
dont l'intégrale 


I(2)= | F(p')datda*...dx" où yet pour i=1,2,...,n 
D, cx 
atteint son minimum par rapport à l'ensemble des fonctions z qui remplis- 
sent la condition de Lipschitz et prennent sur D„-ı les valeurs données 
d'avance, pourvu que ces dernières soient assujetties aux conditions: 
(1) il existe une fonction remplissant la condition de Lipschitz dans Dn 
et prenant ces valeurs sur D„-1, k 
(2) P désignant l’image de la fonction z(z/ sur Dn—ı dans l’espace 
à n+ 1 dimensions (x/,z), la pente d'un hyperplan quelconque qui contient 
n+1 points distincts de I! ne dépasse pas une valeur donnée. 


14. V. 1938. Mazur S. Sur la continuité des fonctionnelles 
dans les espaces topologiques. 


Soient: 7 un ensemble abstrait, E l’ensemble de toutes les fonctions 
réelles x(t) définies pour £e T et dont la valeur absolue ne dépasse pas ‘1, 
enfin P(x) une fonctionnelle définie dans E et continue en ce sens que 
si æ,(t)>æ(t) pour tous les te T, on a P(z,)*P(z.). 

Alors, si la puissance de 7 est inférieure au plus petit nombre cardinal 
inaccessible, 7 contient un ensemble 7, tout au plus dénombrable et tel 
que les valeurs de P(x) se trouvent déterminées par celles de la fonction x(t) 
dans T,, c. à d. que si z,(i)—z,(f) pour tous les £e Tọ, on a P(x,)=P(x,). 

Ce théorème renferme comme cas particulier le th. de Banach- 
Kuratowski-Ulam sur l'existence des mesures complètement additives. 
L'auteur signale en outre quelques applications aux problèmes concernant 
les points invariants et quelques généralisations. 


14. V. 1938. Kaczmarz S. et Turowiez A. Sur les inté- 


grales indéfimies irrationnelles [à paraitre dans Studia Math. 
8 (1938)]. 
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Soient: f(x), f,(x)... une suite des fonctions de variable réelle, finies 
et intégrables dans l'intervalle <a,b>, et R l'ensemble de toutes les fonctions 
d’une variable réelle de la forme g(x)=R[f,(x), f,(2), …,f,(&)] où E est une 
fonction rationnelle de k variables (avec k arbitraire). Alors, étant donné 
un intervalle quelconque ef: où a<a<f<b (et même où a<a<p<b 
si a>—oo ou b<+00), 2 contient une fonction intégrable dans <a,B> 
dont l'intégrale indéfinie n’appartient pas à &. 


28.V.1938. Lebesgue H. Sur le calcul des côtés des poly- 
gones réguliers. 


L'auteur donne des formules pour l'évaluation des côtés des poly- 
gones réguliers convexes et étoilés, basées sur le théorème: l'égalité 
an=r(n,/2+n,/2°+...), où les 7; sont des 0 où des 1, entraîne l'égalité 


cos az — 2 le, Yor CA V 2+3/2+... 


où 3=1—27, px ëss Läit, £e e= l— 2n, ..; la différence entre 
la valeur de cette racine infinie et celle de sa n-ieme racine partielle ne 
dépasse pas 7/2". 


18. VI.1938. Ulam S. Sur les transformations ergodiques. 


Résultats des recherches communes de l’auteur et de M. J. Oxtoby. 
Toute variété topologique homéomorphe à un complexe régulier à n>2 
dimensions admet des transformations biunivoques conservant la mesure 
et métriquement transitives, c. à d. ne transformant en eux-mêmes que tout 
au plus des ensembles de mesure 0 et 1. Etant donnée une homéomorphie 
quelconque F conservant la mesure, il existe des transformations 7 arbi- 
trairement voisines de F et telles que, pour toute transformation G, la 
transformation GIG) est métriquement transitive. 


25. VI. 1938. Mazur S. Sur les anneaux linéaires. 


Théorème I. Un anneau linéaire A à une infinité de dimensions, 
sans diviseurs du zéro, contient (à une isomorphie prés) l'anneau des po- 
lynémes nuls pour x= 0; si A possède une unité, il contient (à une isomorphie 
prés) l'anneau de tous les polynómes; si A est un corps (non nécessairement 
commutatif), il contient (à une isomorphie prés) le corps de toutes les 
fonctions rationnelles. 

Théorème II. Si, dans un anneau linéaire A, une norme est définie, 
satisfaisant —outre des conditions habituelles—à la condition ||A -Bj|—||A||-||B] 
l'anneau A équivaut "ie à d. peut être représenté en conservant les opé- 
rations et la norme) soit au corps des nombres réels, soit à celui des nombres 
complexes, soit au corps des quaternions réels; si A est un corps (non né- 
cessairement commutatif) et la norme satisfait à la condition plus faible 
LA. BI «]|4]|-]]B||, il est isomorphe (c. à d. représentable homéomorphique- 
ment avec conservation des opérations) à un des trois corps mentionnés. 

Corollaire. A étant une transformation linéaire d'un espace E de 
type (B) en une partie de E, ils existent deux nombres réels a et f tels que 
soit l'équation A*(z)--a-4(z)--4-z— y ne possède de solution pour certains 
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yeH, soit l'équation homogene  A*(z)--a-.A(x)--B.z— 0 possède une 
solution non nulle. 


30. VI. 1938. Pepis J. Sur une famille d’ensembles plans 
et les solutions de l’equation fonctionnelle F(x,2)=F(x,y)-F(y,2) 
pour 0OSx<y<z2. Application à la theorie générale des intérêts. 


I. Soient Aa, Ba, Ox, De les ensembles plans des points, dont les coor- 
données satisfont aux conditions: 0<a<a<y; 0<r<a<y; 0<r<a<y, 
zy; 0Lx<La<Ly respectivement. Soit 2 la plus étroite famille d’ensembles 
plans, contenant tous les ensembles Aa, Ba, Cu, Da (a>0) et les sommes 
quelconques (finies, infinies ou même indénombrables) de ces ensembles. 


Théorème. Toutes les solutions de l'équation fonctionnelle F(x,2)= 
=F(x,y)-F(y.2) où 0<a<y<z sont données par la formule F(x,y)= 
= 9(y)/g(x)(1—w(a,y)), où g(x) est une fonction arbitraire non nulle pour 
tous les x et w(x,y) est la fonction caractéristique d'un ensemble arbitraire de 
la famille 2. f 


II. Appelons: nombre singulier de I espèce Wune solution donnée F tout 
nombre z>0 tel que F(z,y)— 0 pour 0.<y<x; nombre singulier de TI espèce 
de la solution F tout nombre z>0 tel que F(xz,y)=0 pour y>z; nombre 
frontière de F, tout nombre x>0 tel que F(z,z)— 0. Designons respecti- 
vement par M, N et R les ensembles des nombres ainsi définis, et par Z 
celui des points (x,y) tels que F(z,y)=0 pour la solution F. On a alors 


Z = DY Aa + X B a+ 3» O«4- D} Da. 
ae(N—M) ae(M—N) «e(M«N) `  ce(M-N-R) 
L'ensemble M est fermé à gauche et l'ensemble N l'est à droite. Les 
lacunes de la dérivée de M sont dans l'ensemble N et celles de la dérivée 
gauche de N dans M. Par conséquent l'ensemble M+ WN est fermé. 


III. L'auteur soumet à une critique la théorie des intéréts et propose 
une théorie. des entreprises à conjoncture variable. En admettant la seule 
hypothése, à savoir que la valeur au moment f, d'un capital k emprunté 
au moment Lt, ne dépend pas de la personne qui prête, mais seulement 
de t,,t, et k (l'hypothèse de non-protection), et désignant cette valeur 


par f(t,k,t,), on a; 


(1) f(t, ka + Rasta) = f(t kyste) + f(t k, tz), 
(2) Ti, k, ta) = f (tas f(t, k, ta), ta): 
(3) f(t, k, ,)2-0. 


En appliquant le théorème, connu sur l'équation f(x+y)=f(x)+f(y) 
et le théorème sur l'équation F(x,2)—F(x,y)-F(y,2), énoncé dans I, la solution 
générale est de la forme 


(Et) =k g(ta)/9(4)(1— (Es al), 
où g(t) est une fonction positive et (t,,t,) la fonction caractéristique d'un 
ensemble de la famille 2. 
En supposant que f(t,%,t)>0, on a la théorie des entreprises sans 
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fatilites: on a alors f{(t,k,t)=Kkg(t:)/g(t), où la fonction positive g(t) donne 
Vainsi dite courbe de conjoncture. 

En supposant que f(f,,k,f,) dépend seulement de k et de (1,—1,), 
on a la théorie des entreprises à conjoncture constante. On a alors: 


(1’) (ky +key, t) = f(kı,t)+ f(ke,t), 
(2°) kt, 4-15) = f(f (R8), ta); 
(3^) f(k,t)>0. 


En supposant qu'il n'y a pas de faillite, c. à d. que f(Z,t)>0, on obtient 
g(t)= al, c. à d. f (t, k,t;) —ka'7^., 

Soit D(k,t)— f(k,t) —k. En supposant que l'intérét de l'intérêt est pres- 
que nul, c.àd. que D(D(k,t,),t)=0, on obtient la formule d'intérêt simple. 
Les formules d'intérét simple et composé sont des formules approxima- 
tives, puisque la formule DIDIK, 1;),4,)— 0 n'est qu'une approximation. 

Dans la formule générale de la théorie des entreprises à conjoneture 
variable avec des faillites, les courbes g(t) sont des courbes de conjoncture. 
Au moment de la faillite ces dernières peuvent indiquer les valeurs: 0 et 1, la 
courbe g(t) indiquant en ce moment toujours la valeur 1. Les nombres 
singuliers de I et II espéce donnent respectivement les moments de la 
failite ordinaire et de la faillite véhémente. 


SECTION DE POZNAN. 


14. IT. 1938. Gospodarek S. Sur certaines démonsirations 
géométriques de Galilée. 

Exemples des raisonnements géometriques extraits des „Discorsi“ et 
leurs simplifications par les méthodes de la géométrie analytique. Remar- 
ques historiques concernant la vie de Galilée, son conflit tragique avec 
la Sainte Inquisition et son oeuvre scientifique en général. 


15. III. 1938. Mikusinski J: Ein Referat über die Arbeit 
von G. Pólya: „Kombinatorische Anzahlbestimmungen für Grup- 
pen, Graphen und chemische Verbindungen“, Acta Math. 68 (1937), 
145 — 254. 


15. V. 1938. Zawirski Z. Descartes comme philosophe et 
mathématicien 

I. Quelques détails biographiques. Système métaphysique de Des- 
cartes. Son attitude rationaliste dans l'épistémologie: son plan d'embrasser 
toute la science humaine dans un système déductif, réalisé pour sa méta- 
physique (Méditations, réponses à Mersenne) et tenté pour les sciences 
naturelles (Principia). 

II. Géometrie de Descartes. Probléme de Pappus, par lequel il l'avait 
commencé et sa méthode de solution. 
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SECTION DE VARSOVIE. 

14. I. 1938. Sierpiüski W. Fonctions additives non com- 
plétement additives et fonctions non mésurables [Fund. Math. 
30 (1938), p. 96 —99]. i 

14. I. 1938. Mostowski A. Bericht aus einem Satz von 
Godel über die Widerspruchsfreiheit des Auswahlaxioms. 


21. I. 1938. Sierpinski W. Sur une transformation de 
l'intervalle. 


21. I. 1938. Szpilrajn E. Concerning convergent sequences 
of sets. 


The author has proved before that 1° there exists a sequence of sets 
(contained in the interval J=<0,1>) equivalent to no sequence of projective 
sets, and 2? there exists a sequende of projective sets equivalent to no 
sequence of Borel sets!). The following theorem deals with an analogous 
problem concerning particularly sequences which are convergent in the 
sense of the General Theory of Sets: 

In order that every convergent sequence of sets (contained in I) be equi- 
valent io a sequence of Borel seis (or else: of sets which are simwltaneously 
Fo- and Gö-sets) it is necessary and sufficient that the hypothesis of the conti- 
nwum be true. 

Necessity. Let E be any subset of I. The sequence EE... is con- 
vergent and therefore it is equivalent to a sequence B,B,..., whe o, B is 
a Borel set. Hence É — B, and consequently either E<N, or H=c. 

Sufficiency. It can be deduced from certain theorems on the cha- 
racteristic function of a sequence of sets?) and from the foilowing remarks 
eacy to show: 

1. A sequence of sets is convergent if and only if its characteristic 
function assumes only values of the form m/3". 

2. Let f be a real function which transforms I into a set at most enu- 
merable. If the hypothesis of the continuum is true, then there exists a real 


function g of the first class, defined on I and such that 1 y)=g y for 
each real number y. 

21. I. 1938. Niklibore W. Über das Dreikörperproblem III. 

4. II. 1938. Waraszkiewicz Z. Sur une propriété caracté- 
ristique de l’arc simple. 

Soient: K un continu métrique, X l'hyperespace des sous-continus 


de K, K; le sous-continu de K qui correspond à l'élément t de 8; en parti- 
culier soit K,— K. Un sous-continu K; de K est appelé rétracte topolo- 


1) Fund. Math. 26 (1936), 316 and 313. 
2) Fund. Math. 26 (1936), 311 and 307. 
g* 
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gique de K s'il existe dans & un continu R, unissant les éléments 1 et f, 
et une fonction F(z,t), continue par rapport à l'ensemble des variables 
xeK et teg, telle que: | 

1° pour tout íe& et ce Ky, F(x,t) est une transformation homéomorphe 
de Kz en Kz, 

29 F(x,t))=a pour tout ze br, 

L'auteur démontre le théoréme suivant: 

Parmi les continus plans, l'arc simple est caractérisé par la propriété 
que chacun de ses sous-continus (ne se réduisant à un point) est son rétracte 
topologique. À 

La démonstration repose sur l’analyse des courbes, dites apparentées 
avec l'arc simple, qui se laissent e-déformer en un arc simple (pour tout e>0). 


11. II. 1938. Sierpinski W. Sur une propriété des espaces 
métriques séparables [ Fund. Math. 30 (1938), 129 — 131]. 

11. II. 1938. Kuratowski K. Sur la compactification des 
espaces à connexité n-dimensionnelle [Fund. Math. 30 (1938), 
242 — 246]. | 
|. 41. II. 1938. Mazurkiewicz S. Sur les continus indécom- 
posables. 

25. TI. 1938. Szpilrajn E. On the equivalence of some classes 
of sets [Fund. Math. 30 (1938), 235 — 241]. 


25. II. 1938. Rothberger F. (Wien). Eine Aquivalenz zwi- 
schen der Kontinuumhypothese und der Existenz der Lusinschen 
und Sierpinskischen Mengen [Fund. Math. 30 (1938), 215 — 211]. 


18. III. 1938. Sierpinski W. Sur un probléme concernant 
les familles d’ensembles parfaits [Fund. Math. 31 (1938), 1-3]. 


18. III. 1938. Gillis P. (Bruxelles). Sur les théorèmes d'ezi- 
stence du Calcul des Variations. 


La méthode directe, qu’utilisa A. Haar pour démontrer l'existence 
d’une solution du problème 


: ae ə ə 
eech minimum (5, — 2 (e y), 3y = 3 (20), 
supposé régulier, peut être appliquée à d’autres problèmes plus généraux. 
On peut notamment, de cette manière, démontrer l'existence d'une solution 

du problème ; 

Ind det minimum (ra a-r(&. 3 à) 

: x * di Oen) 

Dn i 
lorsque la forme quadratique figurant sous le signe de la variation seconde 
est supposée définie positive. 
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25. III. 938. Mostowski A. Über gewisse universelle Re- 
lationen. i 


Als Relation bezeichnen wir jede Menge r von geordneten Paaren <x,y». 
Die Menge |r|, welche aus den Hintergliedern und den Vordergliedern.aller 
Paare <x,y>er besteht, heißt Feld von r. Zwei Relationen r und s heißen 
isomorph, in Zeichen r~s, wenn es eine Funktion f gibt, die |r| auf |s] 
eineindeutig abbildet, und zwar so, daß die Bedingungen 4z,y»er und 
<f(x), f{y)>es für beliebige x,yelr| äquivalent sind. 

Wir setzen für jede Relation r und beliebige Mengen m,nC/r|: 

ra E ly em]-r, r'— E [zen]-7, (re) 
<x, y> <x, y> 

Eine Relation r nennen wir universell für das System G von Relationen, 
wenn reG und es für jedes gef eine Menge mC |r| gibt, so daß s~r™. Wir 
wollen hier auf' die Existenz universeller Relationen für gewisse Systeme 
von Relationen mit abzühlbarem Feld hinweisen; und zwar sind es fol- 
gende Systeme: 

(8) das System der transitiven und areflexiven Relationen r mit Iram; 

(2) das System der transitiven und reflexiven Relationen r mit Ms No. 

(2*) das System der Relationen reg, welche der Bedingung genügen: 

(*) ist Häer und <y,..er, so ist z— y; 
(M) das System der transitiven Relationen 7 mit Iri wo; 
(M*) das System der Relationen re, die der Bedingung (*) genügen. 


Um unsere Sätze auszudrücken, führen wir noch folgende Bezeichnun- 
gen ein: {X}, bzw. [.X], bezeichnet für jedes Mengensystem .X die Menge 
der Paare <x, y), wo z,ye.X und «Cy, bzw. z( y und y+x, ist, K, bezeichnet 
das System, das aus Summen von endlich vielen linksseitig abgeschlossenen 
und rechtsseitig offenen Intervallen mit rationalen Endpunkten besteht; 
L, bezeichnet das System, das aus Summen von endlich vielen linksseitig 
abgeschlossenen und rechtsseitig offenen Intervallen besteht, deren End- 
punkte von der Form Py (p,q natürliche Zahlen) sind. ' 

Schließlich wird für jede Relation r mit r' die Menge der Paare 
<<a,p>, <y,@>> bezeichnet, wo <z,y>er und p,q natürliche Zahlen sind. 

Unsere Sätze lauten nun folgendermaßen: 

I. Ist reM, so gibt es disjunkte Mengensysteme K und L derart, daß 
r-t{K)+[K+L + {K+L]E+ [I]; dabei ist dann und nur dann e bzw. 
rel*, wenn K=0 bzw. L=0 ist. 


Man setzt nämlich n(z)— user! für ze|r| und 


y 
K= HER) D= EG noner]. 


n(x) n(x) 
II. Die Relation [Ky] ist universell fiir &. 
III. Die Relation {Lo} ist universell für Q*. 


110 SÉANCES DES SECTIONS (XIV) 


II und III ergeben sich leicht aus I und aus einem früher von mir 
bewiesenea Satz [Fund. Math. 29 (1937), 53, Satz 17]. Etwas komplizierteres 
induktives Verfahren führt zum Satz: 

IV. Die Relation [K,]+({L,} ist universell für M*. 

Aus III und IV leitet man noch ganz leicht folgende Sätze ab: 

V. Die Relation {L,} ist universell für Q. 

VI. Die Relation ([K,]+{L,})’ ist universell für M. 


1. IV. 1938. Marcinkiewicz J. Sur les fonctions caracté- 
ristiques analytiques [voir Sur les fonctions indépendantes III, 
Fund. Math. 31 (1938), 86-102]. 

1. IV. 1938. Eilenberg S. Remarque sur les transformations 
de Fourier. 

Soit A(L*)CL? une opération linéaire. Pour que l’on ait A[A(a)]=a 
et ||A(a)|=|all, quel que soit ae LA, il faut et il suffit qu'il existe deux suites 
05, Ay... et biba... (dont l'une peut être finie) formant ensemble un système 
orthogonal, normal et complet pour L? et telles que l'on ait A(a,)=a; et 
A(b)=—b; pour i= 1,2, ... 

1. IV. 1938. Eilenberg S. et Otto E. Quelques propriétés 
de la dimension [Fund. Math. 31 (1938), 149 — 153]. 


22. IV. 1938. Sierpinski W. Compte-rendu du voyage en 
Italie. 

29. IV. 1938. Eilenberg S. Sur le prolongement des trans- 
formations continues em surfaces sphériques [Fund. Math. 31 
(1938), 179 — 200]. 

29. IV 1938. Jaékowski S. Über die Entscheidbarkeit der 
allgemeinen Topologie. 

6. V. 1938. Kuratowski K. Sur une propriété des décom- 
positions semi-continues. 

Soient: X un sous-ensemble fermé du cube (compact) de Hilbert, f une 
transformation continue de X en un espace Y —f(X) et a un nombre réel 
tel que ôf (y) <a, quel que soit ye Y. Il existe alors une homéomorphie h 
telle que Ihf(x)—x\<a. . 

Soit 8>0 tel que la condition 6(Æ)<£ entraîne ôf !(E)<e. Soit 
Y=G@+...+Gm une décomposition en ensembles ouverts non vides et 
tels que 2(Gj) 75/2. Soit z,eH,=f NG). Considérons la fonction # corres- 
pondante aux systèmes (Gi) et (zj)!), c. à d. la fonction 


E e(y.Y —Gi) N 
"WA mr Am ita, A AG) Ge) + et Y — Gs) 


1) Cf. C. Kuratowski, Topologie I, Monografie Matematyczne 3, 
Warszawa-Lwów 1933, p. 94. 
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Il vient |x f(x)—a!<a. En effet, i,,...,i, désignant le système de tous les 
indices pour lesquels ze Hi ip le point «f(z) appartient au simplexe x;,...zi, et 
le diamètre du simplexe Tis.. Sip est <a, car Gi; Gu 0, done 2(Gij--Gij) 8, 
d’où AH: iT Hi) <a. 

Ce transformation continue de Y en le cube de Hilbert (plus pré- 
eisement: en un cube à >2dim Y dimensions) pouvant être approchée 
par une homéomorphie, on peut prendre pour h une homéomorphie telle 
que |h(z)—x(x)|  «—|xf(z)—2| quel que soit x. C. Q. F. D. 

On voit ainsi que l’hyper-espace d'une décomposition semi-continue de X 
à tranches de diamètre <a peut être obtenu de X par un déplacement <a. 
C’est une généralisation du th. de M. Eilenberg (C. R. Paris 200 (1935), 
p. 1003) sur l’équivalence entre les invariants topologiques des transfor- 
mations à petites tranches et les invariants des petits dénlacements. 


6. V.1938. Szpilrajn E. On the isomorphism and the 
equivalence of classes and sequences of sets. 


The author considers some (1-1) correspondences between classes of 
sets, viz: (1) weak isomorphism, i. e. the similarity of these classes consi- 
dered as sets partially ordered by the relation of inclusion; (2) isomorphism 
(„isomorphie algébro-logique“ in the sense oi Kuratowski-Posament!)); 
(3) total isomorphism (the notion analogous to the preceding, obtained by 
replacing the finite addition by the addition of an arbitrary finite or trans- 
finite number of sets); (4) equivalence ?). The notions (1)-(4) concern also 
sequences of sets. 

The author obtains the following theorem: 

Th. 1. If K and L are two weakly isomerphic classes of subsets of two 
abstract spaces and if each one-element subset of these spaces belongs respecti- 
vely to K and L, then K and L are equivalent. 

As simple consequences of Th.1 the author derives what follows: 

Th. 1.1. Two topological spaces are homeomorphic if and only if the 
classes of the closed sets in these spaces are weakly isomorphic. 

Th. 1.2. There exists a generalized homeomorphism (in the sense of 
Kuratowski) between two topological spaces if and only if the classes of 
Borel seis in these spaces are weakly isomorphic. 

Th. 1.3. The class of the measurable sets (in the interval I=<0,1>) and 
that of the seis possessing the property of Baire in the wide sense (in I) are 
not weakly isomorphic ?). 

Denoting by C Cantor's discontinuum and by c,(z) the characteristic 
function of a sequence of sets e=4E,} i.e. e,(z)— (0,4, iz...) where i, —0 
if teËn and-in= 2 if zeEn, the author proves: 


1) Fund. Math. 22 (1934), p. 282. 

2) See e. g. Fund. Math. 30 (1938), p. 297. Cf. also M. H. Stone, 
Trans. Amer. Math. Soc. 40 (1936), p. 91. 

3) It is the consequence of Th.2 and of theorem proved by the author 
in Fund. Math. 22 (1934), p. 306. 
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Th. 2. Two sequences: a={An} of subsets of X and b={B,\ of subsets 
of Y are (i) isomorphic, (ii) totally isomorphic, (iii) equivalent, if and only 
if Gi) e,CX)— e (Y), (ir) e,(X)—e,(Y), (ii) e; ()— e; (t) for each teC. 

With the help of Th. 2 and of some properties of the characteristic 
function!), the author proves what follows: 


Th. 2.1. The sequence u of all sets simultaneously closed and open in C 
is universal in the sense of isomorphism, i. e. for every sequence e of sets, there 
exists a sequence of sets belonging to u which is isomorphic to e (Mostowski- 
Kuratowski). 

Th. 2.2. There exisis no sequence of sets universal in the sense of total 
isomorphism. 

Th. 2.3. A sequence e of subsets of X is totally isomorphic to a sequence 
of Borel subsets of I if and only if the set ce(X) is analytic. 


Th. 2.4. There exists: (i) a sequence of sets totally isomorphic to a certain 
sequence of Borel sets but equivalent to no sequence of Borel sets; (ii) a sequence 
of projective sets totally isomorphic to no sequence of Borel sets; (iii) a sequence 
of sets totally isomorphic to no sequence of projective sets. 


13. V. 1938. Charpentier M. (Paris). Sur les points de 
Peano de certains systèmes d'équations différentielles [C. R. Acad. 
Paris 206 (1938), 1347 — 1349]. 


13. V. 1938. Szpilrajn E. On the space of measurable sets. 

Let o denote au abstract measure, i.e. an N,-additive, non negative 
function of a set, defined for the sets belonging to an mNy,-additive and 
complementative class M of subsets of an abstract space X; furthermore 
we suppose u(X)= 1. 

Putting o(M,, M,)=u([(M;—M;)+(My—M,)] and identifying such sets 
M, M for which e(M, M^)— 0, one obtains a metrical space M(«) (Fréchet). 
Mu) can be considered also as a Boolean algebra (the quotient of M and 
of the ideal of sets of measure y zero). 

Let s, and x, be two abstract measures. The author shows that the 
spaces M(x,) and M(u,) are isometric if and only if the algebras M(,) 
and M(z,) are isomorphic in such a manner that, for the corresponding 
elements of these algebras, the values of «, and x, are equal. 


Definition. Two abstract measures p, and pe, are called isomorphic 
whenever the spaces M(u,) and M(x,) are isometric. 


Theorems: Y. An abstract measure u is isomorphic to the measure of 
Lebesgue (in the interval I—40,1») if and only if: 

1° the metrical space Milu) is separable, 

29 for each set M such that «(M)>0 there exists a sel M’CM such that 
0<yu(M")<a(M). 


1) Fund. Math. 26 (1936), pp. 308 and 307. 
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II. An abstract measure u is isomorphic io the measure of Lebesgue 
considered for a class of measurable subsets (but not necessarily all) of I if 
and only if the metrical space M(s) is separable. 

The proofs are simple; they make use of some properties of the 
characteristic function of a sequence of sets. 

Th. I can be deduced also from another characterization of the measure 
of Lebesgue, due to S. JaSkowski (unpublished; presented to the Polish 
Math. Society in 19321)]. 


20. V.1938. Szpilrajn E. On some singular sets [Cf. The 
caracteristic function of a sequence of sets and some of its apli- 
cations, Fund. Math. 31 (1938), $ 4]. 


20. V. 1938. Borsuk K. (présenté par Knaster B.) Sur 
un problème de M M. Kuratowski et Ulam [Fund. Math. 31 
(1938)]. 


27. MW. 1938. Kozakiewicz W. Sur un théorème asympto- 
tique du Calcul des Probabilites. 


Soit Li» Las D, une suite de variables aléatoires. Posons pour 
x et t réels: 


F,(x)=P{c, <a), Pn(t)= f e'*àF. (a). 


—oo 


F(z) est la loi de probabilité de la variable a, (n— 1,2,...) et pt) la 
fonction caractéristique correspondante. Soit en outre: 


et par conséquent HR) N= l; Zes 
Patt)= (t). 
Introduisons les notations suivantes: 
' a, 6(z5),' b, 6 ([m,]*), 
ou 6 désigne l'espérance mathématique, et posons: 
4,—0,  a,—1. 


Supposons que le moment b, pour l'entier fixe k=3 existe. Si la fonc- 
tion caractéristique p(t) satisfait à la condition 


(€) lim sup |g (t)| <1, 
t>+co 


on a d’après le théorème de M. Cramér?) O,(%)=Fr(x)+ En(x), où Dnla) 


est la loi de probabilité de la variable GAN Rue F n(x) est une forme 


n 


1) Annales Soc. Pol. Math. 12 (1933), p. 122. 
?) H. Cramér, Random Variables and Probability Distribution, Cam- 
bridge 1937, p. 81. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII. 8 
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linéaire des dérivées de la fonction de Gauss dont les coefficients ne s'expri- 
ment que par les moments a,=(,...,a, , et sup R,(z) -0(1/n ^2), 
x 


Considérons la fonction réelle V(x) satisfaisant aux conditions: 


(A3) V(—oo)= lim V(z)— 0, V(+co)= lim V(x)=1 
X——00 x> 
+ ie | 
b= T lz| |dY (æ)| < +00. a= | z'a (2), ee 


(A,) La dérivée, V'(z) existe, est continue et l'on a IV (z))cN pour 
chaque z, N ne dépendant pas de z. 


(A; Via) est à variation bornée dans l'intervalle infini (—co,4-co». 
Posons par induotion: 


Too d co 
Yi)— [V(e—DdV(), Yata)= /Pn-1(—0) av (5 


—00 


Théorème I. Si la fonction caractéristique p(t) satisfait à la condition 
(C), on a 


sup | Da (x) -Va (x Vn) |= O(1/n 4»), 


Le th.I est plus général que celui de M. Cramér. Posons p. ex. 
pour k—4 et 0<a,<4: 
y' (gj — | Me 29 = (+ 2/a, 423—121; pour zz.—2/a, 
AE 
^ d f&a)=0 pour z«—2/a, 


où TG, os) désigne la loi élémentaire de probabilité de Pearson déterminée 
par les trois premiers moments a,— 0, a= l et a,, et c est définie par la rela 


oo 
tion if f(æ&,as)dæ= 1. On obtient alors 


—oo 


sup | Pn(2)— |f (æ,as/ Vn) dz|=0(1/n). 


Passons maintenant au Cas Où 7,,2,,..,9,,.. eb yj Yos o Ype SON 
des variables aléatoires telles que a, dépend seulement de y,. Posons 
pour v, y, t^, t” réels: 


co co 
Fig, ` zët! fee ap (oy), 
—co —oo 
gue, , bi (e, PAUL 
Supposons que Rote, gi Bt, y) pour n=1,2,... et, par conséquent, 


que g,(i^,1^)—9(t^,t"). Supposons encore que &o=@n—=0, G:9=@y=1l et 
que du dy, soient finis pour un certain k>3. 
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Soit V(z,y) une fonction dont les moments aj, pour 4,20, i+j<k—1 
sont égaux respectivement à ou, les moments Bo Bi sont finis et qui 
satisfait aux conditions: 

(By) V(—co,y)=V (%,—co)=V (—co,—co)= 0, V(+co,+00)= 1, 


(B,) V(z,y) possède les dérivées di, 9v/2y, 2°v/2x2y continues et bor- 
nées dans tout le plan, + 
(Bs) V(x,y) est à variation bornée dans tout le plan. 


Posons par induction: 
too oo © © 
: ref [Vety -maY t), Va(z.y)— | [Vn(e—Sy—n)a¥ (En). 


Théorème U. Si Dnla,y) est la loi de probabilité des variables 
(2,+...+2,)/Vn et (y,+...+y,)/Vn, etsi p(t',t”) satisfait à la condition 


g(t,t^)—O(]-t"]) pour |t], |t] occ. 


(Ci) Mog [A 
et "H «1 pour ien 


on a 
sup lët, y)—V n(zVn, yVn)|=0(1/n 4-2? ce) pour tout a>0. 
xg 


3. VI. 1938. Lebesgue H. (Paris). Quelques remarques sur la 
structure des polyédres de genre zéro. 


3. VI. 1938. Neumann J. (Princeton). Continuous geometry 
[Proc. Nat. Acad. 22 (1936), 92 — 100]. 


10. VI. 1938. Ulam S. (Cambridge, Mass.). The existence 
of metrically transitive transformations IC J. C. Oxtoby and 
S. M. Ulam, The existence of métrically transitive transformatjons, 
Preliminary report. Bull. Amer. Math. Soc. 44 (1938), p. 347]. 


10. VI. 1938. Szpilrajn E. Operations upon sequences of 
sets. 

The author deals with some kinds of operations upon sequences of 
sets, viz. the class of analytical operations (in the sense of Kantorovitch- 
Livenson)!) and two wider classes of operations defined as follows: 

Definitions. An operation F(E,,E,,...) is called operation in the 
sense of the General Theory of Sets, or briefly G-operation (G*-operation), 
if the equivalence?) (the total isomorphism?)) of the sequences: 4,.4,, A5, ... 
and B,B,B,.. and the equality A=F(A,A4,,..) imply the equality 
B=RNB oe) 


1) Fund. Math. 18 (1932), p. 224. 

2) Two sequences of sets {En} and {En} are called equivalent (or represent 
the same type of equivalence) if there exists a (1:1)-transformation g(p) 
such that »(En)=E, for n=1,2,... 

3) Cf. this volume, p. 119. 
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Theorems. I. Each analytical operation is a G*-operation. Each G*-ope- 
ration is a G-operation. 

II. A G-operation F(E,,E,..) is analytical if and only if for each 
set X the equality E— F(E,, E,,...) implies the equality EX = F(E,X, E,X,...). 

III. The class of all analytical operations is the smallest class K of 
operations such that: 1° each operation Gut Er, E», .. SH (n=1,2,...) belongs 
to K, 2° and 3° for each transfinite sequence FE, E»,...) of operations belong- 
ing to K ihe operations IF: gU, E, .. .) and F. E .)—F,(B,, Es, ...) 
also belong to K}). 

IV. Lei T be a subset S Cantor’s discontinuum (without the point 0) 
and let ce(x) denote the characteristic function of a sequence e={ En}. The function 


F(B,,B,,...)=¢, (T) 


is (i) an analytical operation, (ii) a G*-operation, (iii) a G-operation, whenever 
the set T (i*) is fixed, (ii’) depends only on the set ce(E,+ E,4-...), (iii^) depends 
only on the type of equivalence?) of the sequence e. 

Conversely, each operation belonging to the classes (i), (ii) or (iii) can be 
represented im this way. : 

Examples. 1. G(E, E,..)—the first of the sets E, which is of the 
smallest power. It is a G-operation but not a G*-operation. 

2. H(E,,E,,...)— Bis Ban or #,+H,+..., if ÆE,E,+0 or E,B,=0 re- 
spectively. It is a G*-operation but not an analytical operation. 


17. VI. 1938. Lindenbaum A. Sur les bases des familles 
de fonctions. 


D étant un ensemble quelconque, soit R une famille quelconque de 
fonctions f(..,2,... dont chacune des variables x, parcourt l'ensemble 


(le champ) D et dont les valeurs appartiennent à D. Soient: al H la fa- 
mille des fonctions de k variables f(z,,...,2,) appartenant à 4; ensuite, 
all al Ld eil, ea 3); R la famille des fonctions de al! loui trans- 
forment D en lui méme d’une façon biunivoque (permutations dé D); A” la 
famille de toutes les fonctions que l'on peut obtenir par superposition 
(finie) des fonctions de 4. Soit enfin F la famille de toutes les fonctions 
(dans le champ D). 

Après avoir signalé quelques théorèmes élémentaires, l'auteur intro- 
duit la notion de base d’une famille de fonctions. En se bornant au cas le 
plus important, on dira notamment que & est une base exacte pour Ai, lorsque 
=R, et une base topologique, lorsque ZE" est dense dans la famille à 
constituant un espace fonctionnel topologique. Il peut être question de 
trouver une base aussi petite que possible, d’où les notions de base mini- 


1) This th. is analogous to a th. of Sierpinski on Hausdorff operations, 
Comptes Rendus Soc. Sci. Varsovie 21 (1928), p. 463. 

2) Cf. this volume, p. 119. 

3) al) peut ne pas être identique à 2, si p. ex. &? contient des fonctions 
d'une suite infinie f(z,,2,, ...). 
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male (de puissance la plus petite possible), irréductible (ne contenant aucune 
autre base) et absolue (contenue dans toutes les bases). Une base minimale 
existe toujours. Sa puissance dans le cas d’un champ fini ou dénombrable 
pour la famille & des fonctions arbitraires et — à titre d’un exemple diffé- 
rent — pour la famille £ des fonctions définissables du calcul multivalent 
des propositions de M. Lukasiewicz?) est à lire de la table suivante: 


Table des puissances des bases minimales 


Puissance du champ 
n>2 fini?) 
Famille de fonctions 


2 
3 
1*)*) 
1 


La puissance croît 
vers co avec n 


(Ab 


Quant aux bases exactes (pas nécessairement minimales) dans les champs 
infinis, l’auteur signale que: 

(1) Il existe une relation binaire Uxy dans le champ dénombrable, 
universelle au sens de M. Mostowski?), c. à d.: toute relation binaire 
dans le champ dénombrable est isomorphe à la relation U restreinte à un 
champ convenable; 


1) voir J.Lukasiewiez et A. Tarski: C. R. Soc. Sc. Varsovie 23 (1930) 
p.39, où ce calcul, basé sur les notions O et N, est défini par leurs matrices. 
2) Le contenu d’une base dépend de n, mais on voit que la puissance 


en est constante, sauf le cas de ell 

3) Ici,il s’agit d'une base topologique (la topologie étant celle de l'espace 
0-dimensionnel de Baire); pour la base exacte, on aurait la puissance Dad 
Cf. ces Annales 13 (1934), p. 131: il est à remarquer que la puissance d'une 
base minimale pour les permutations pourrait être double de celle d’un 
ensemble des générateurs du groupe. 


4) Il suffit une fonction de F m 

5) L'élément unique de cette pase est p. ex. la fonction de M. Sheffer, 
connue en logique. 

5) Un élément unique d'une telle base a été trouvé par M. Webb. 

7) Base exacte. 

5) Un élément unique d'une telle base a été trouvé par M. McKinsey. 

?) Ce Compte Rendu, séance du 25. III. 1938, p. 117. 
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(2) La réponse à un probléme posé par M. Sierpinski?) est négative. 
(3) Il existe une fonction continue de deux variables réelles qui ne se 
laisse obtenir par aucune superposition (finie) de fonctions continues d'une 
seule variable réelle et de la fonction de deux variables s(z,y)— z-- y ?). 


24. VI. 1938. Leray J. (Nancy). Discussion du problème 
de Dirichlet [à paraître dans le Journal des Mathématiques]. 
24. VI. 1938. Kuratowski.K. Sur le groupe des transfor- 


mations em circonférence [à paraître dans les Fund. Math. 31 
(1938)]. 


SECTION DE WILNO 


21. II. 1938. Marcinkiewicz J. Sur les fonctions inde- 
~ pendantes [Fund. Math. 30 (1938), 202—214 et 347 —364]. 

283. V. 1938. Kempisty S. Sur les fonctions à variation 
bornée au sens de Tonelli [à paraître dans les Travaux Soc. 
Se. et Lettres de Wilno 13]. 


En posant pour le rectangle E — (a; a+ h; b; b+ k): 
H,f,R)—k- min |f(a+h,y)—f(a,y)|, 
b<u<b+k 
H,(f,R)=h- min Dis, b+ k)—f(a,b)|, 
a<a<a+h 
H (f, E) lEP-- Hik HA), 


l'aire de la surface z= f(x,y) au sens de Lebesgue est égale à l'intégrale 
supérieure au sens de Burkill de la fonction H(f,R). Il en résulte les 
propriétés caractéristiques des fonctions à variation bornée au sens de 
Tonelli et des fonctions absolument continues au même sens. 


PRIX SCIENTIFIQUES, THESES ET DOCTORATS 


Prof. Dr Bartel C. (Lwów) a obtenu le Prix Scientifique 
de la Ville de Lwów 1938 pour lensemble de ses travaux 
scientifiques. 

Doc. Dr Schauder J. (Lwów) a obtenu le Prix Malaxa 
1938 pour son Mémoire sur les équations differentielles par- 
tielles du type elliptique et hyperbolique. 


Mgr Butlewski Z., Université de Poznan. Thèse: Sur les 


1) Fund. Math. 27 (1936), p. 8. 
?) Cf. les recherches de MM. Hilbert, Ostrowski, Bieberbach. 
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intégrales réelles des équations différentielles linéaires ordinaires 
[parue dans Prace Matematyezno-Fizyezne 44 (1938), 17 — 81 
(en polonais)]. 

Mgr Eidelheit M., Université de Lwów. Thèse: Sur les 
solutions des systèmes d'équations linéaires à infinité d'inconnues 
[à paraître dans Wiadomości Matematyczne, Warszawa (en 
polonais); extrait partiel paru aux C. R. Acad. Paris 205 (1937), 
206-208]. ; 

Mgr Mostowski A., Université de Varsovie. Thèse: O nie- 
zależności definicji skonezonosci w systemie logiki (Sur Vinde- 
pendence de la définition de finitude dans un système de logique) 
[parue comme Supplément à ces Annales 16 (1938), en polo- 
nais]. 

Mgr Pepis J., Université de Lwów. Thèse: Über das Ent- 
scheidungsproblem im Bereich des engeren Funktionenkalküls 
[parue dans l’Archive Soc. Sc. Lwów 1937 (en polonais)]. 

En outre, M. Lebesgue Henri, Membre de l’Institut, 
Professeur à la Sorbonne et au Collège de France, a été nommé 
Docteur honoris causa de l'Université de Lwów. L’acte solennel 
a eu lieu à Université de Lwów le 28. V. 1938. 
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PROBLÈMES 


1) Soit Æ un ensemble fermé et borné des points du plan, 

£—(£o,01, -ny un système de n--1 points de F, a => 

j 5k 

pour j+k=0,1,...,n et aj—1. Lorsque les points 6 varient 
arbitrairement dans E les 4 fonctions de 2 et & 


A(2,0)= I] lau, B(z,¢)=max [] |ajr arl, 
ne oj) k=O 
C(2,2)= max |] (ax, D(z,¢)= max [] an] 
U) &-0 () Kn 


atteignent leurs bornes inférieures qui seront désignées respec- 
tivement par A„(2), Ba(2), On(2), Datz), 
On sait (Bullet. Acad. Polon. 1933, p. 281—289; ces An- 


nales t. 12, 1934, p. 57—71 et t. 13, 1935, p. 53-58) que 

n(n4-1) 2n n n 
1? les suites VAn), VBa), V C,,(z)}, {VD,,(2)} tendent dans 
le plan entier vers certaines fonctions limites A(z), Bisi, C(z), 
D(z), 2° log C(2) est égal à la fonction de Green du domaine 
infini extérieur à E ayant son pôle à l'infini, et que 3° on 
a identiquement A(2)—B(2). Peut-on affirmer qu'on a aussi 


= = 2 
A(z)=0(2)=D(2)? Problème de M. F. LEJA. 


2) Soit A le déterminant du degré n dont le terme général 
est de la forme ôy-+ej, où 0;—0 lorsque ij, Ó;—1 et les ey 
sont quelconques. Quelle est la valeur minima M de À lorsque 


les ej varient tout en satisfaisant aux inégalités daz 


(a est fixe)? (On peut démontrer que 0< M <1—na. Suivant 
une observation de M. Biernacki le minimum M ne peut être 
atteint que dans le cas |ey| =a). 


Probléme de M. T. WAZEWSKI. 
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